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Resumo

A simula¢do numérica é uma das ferramentas mais poderosas que auxi-
liam a tomada de decisdes nos processos de producdo de reservatérios
de petréleo. Entretanto, atualmente ha uma defasagem entre a qualidade
da descricao fisica e geométrica dos reservatérios disponivel e a capaci-
dade dos métodos numéricos empregados para resolver os modelos de
escoamento multifidsico nos simuladores comerciais. O grande desafio é
incorporar essa informacdo detalhada em modelos numéricos de modo a
incrementar a precisdo e a confiabilidade das simulacdes obtidas. Uma
das alternativas para tanto, analisada neste trabalho, é a utilizacao de ma-
lhas nédo-estruturadas hibridas como base geométrica para a discretizacdo
das equagoes que modelam o escoamento nos reservatérios. As malhas
tridimensionais consideradas podem estar formadas, no caso mais geral,
por quatro tipos de elementos: tetraedros, hexaedros, prismas e pirami-
des. Uma vez que cada um desses tipos de elementos se adapta melhor
a discretizacdo de determinados tipos de geometrias, a possibilidade de
utiliza-los do modo unificado em uma mesma formulagdo confere a ela
um alto grau de flexibilidade geométrica. O método de volumes finitos
baseado em elementos é considerado para a discretizacdo das equacoes
diferenciais que descrevem o escoamento multifdsico nos reservatérios.
Uma das principais caracteristicas do método, de importancia fundamen-
tal na simulacdo de reservatoérios, é a conservagdo estrita das grandezas
fisicas no nivel discreto. Mediante experimentos numéricos empregando a
formulacdo apresentada, diversas caracteristicas da metodologia sdo ava-
liadas neste trabalho.



Abstract

Numerical simulation is a powerful tool for predicting the production per-
formance of petroleum reservoirs. However, it is evident an increasing
gap between the quality of the geologic models currently available and the
capacity of numerical models in reservoir simulators. The incorporation of
such detailed geometrical and physical information in flow numerical mo-
dels, in order to increase accuracy and reliability, is a big challenge today.
An option for that, analyzed in this work, is the use of hybrid unstructured
grids as geometrical basis for the discretization of differential equations.
The three-dimensional grids considered are formed by tetrahedra, hexahe-
dra, prisms, and pyramids, in the most general case. A numerical formu-
lation treating those elements in a unified way achieves a high degree of
flexibility for dealing with complex domains. In order to achieve that, the
element-based finite volume method is considered for the discretization of
the multiphase flow differential equations. The strict conservation of phy-
sical quantities at discrete level is one of the main features of the method,
and a fundamental one for reservoir simulation. By means of numerical
experiments, several properties of the described numerical formulation
are evaluated in this work.



CAPITULO

Introducao

A simulacdo de reservatoérios de petréleo tem como meta final a previsao
da producao de hidrocarbonetos de um reservatério sob diferentes estra-
tégias de operacdo. Para tanto, modelos matemdticos do escoamento de
fluidos no reservatério devem ser aproximados numericamente e resolvi-
dos com auxilio de equipamentos computacionais. Todo modelo numé-
rico estd baseado em aproximacdes numéricas das equacdes governantes,
associadas a uma representacdo discreta do dominio de solucao, a deno-
minada malha computacional.

Nos primérdios da simulacdo de reservatorios consideravam-se ma-
lhas extremamente simples para representar a geometria de um reservato-
rio. Isso, por uma parte, permitia simplificar o modelo numérico a ponto
de permitir a solucao das equacodes resultantes com 0s recursos computa-
cionais disponiveis na época. Além do mais, o conhecimento da estrutura
fisica dos reservatorios, que a tecnologia da época permitia determinar, era
também bastante limitado. Contudo, essa situacao tem mudado significa-
tivamente em anos recentes, em que modelos geoldgicos tridimensionais
bastante detalhados podem ser obtidos, gracas a avancos sustanciais em
disciplinas tais como a geofisica, a petrofisica e a geoestatistica. Os mo-
delos geoloégicos disponiveis atualmente contém muita mais informagao
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sobre a estrutura fisica dos reservatérios da que pode ser utilizada na si-
mulacao dos escoamentos associados [29].

Na atualidade, a maioria dos simuladores comerciais empregam as
denominadas malhas corner point [13, 19], para a representacdo geomé-
trica dos reservatorios. Essas malhas sao formadas por hexaedros, os quais
estdo organizados mantendo a mesma estrutura légica das malhas carte-
sianas. No entanto, como nas malhas corner point é possivel especificar as
coordenadas dos vértices dos hexaedros, estas podem ser ndo-ortogonais.
Gragas a isso € possivel conformar as faces dos volumes com algumas su-
perficies do modelo geolégico, tais como os horizontes que separam ca-
madas de diferente material rochoso ou falhas geoldgicas. Contudo, como
amalha deve manter uma estrutura légica rigida, a representacdo de algu-
mas dessas caracteristicas geométricas do reservatorio pode ser bastante
grosseira. A figura 1.1 mostra um exemplo de uma malha corner point
representando a geometria de um reservatoério.

Volume de controle

Figura 1.1 — Exemplo de um reservatdrio discretizado por uma malha cor-
ner point.

Em certas aplicacdes pode ser necessdria a representacdo mais acu-
rada da geometria de componentes criticos do modelo fisico de um re-
servatorio, como falhas, fraturas ou po¢os. Uma alternativa, para tanto,
é o uso de malhas nao-estruturadas, as quais sdo amplamente utilizadas
em outras disciplinas, por exemplo, CFD!, andlise estrutural, eletromag-

I Computational fluid dynamics.
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netismo e outras. Nesse tipo de malhas, o dominio de solugao é dividido
em entidades de geometria simples, as quais ndo precisam ser arranjadas
de acordo a uma estrutura predeterminada. Gracas a essa caracteristica, as
malhas nio-estruturadas podem representar geometrias altamente com-
plexas de modo preciso e eficiente. O presente trabalho estd dedicado ao
desenvolvimento de uma formulacdo numérica de volumes finitos, capaz
de resolver problemas de escoamento multifdsico em reservatérios discre-
tizados por meio de malhas nao-estruturadas tridimensionais.

Uma das primeiras tentativas de aplicacdo de malhas nao-estruturadas
asimulacdo de reservatoérios tridimensionais deu-se no inicio da década de
noventa, com as denominadas malhas de Voronoi? [29, 30, 48, 79]. Nessas
malhas, as interfaces entre volumes de controle vizinhos sdo perpendicu-
lares aos segmentos que unem 0s pontos em que as varidveis sdo aproxi-
madas e, além disso, cortam esses segmentos no ponto médio. Gragas a
tal propriedade, ilustrada na figura 1.2, o fluxo em uma interface pode ser
aproximado considerando apenas valores correspondentes aos dois pon-
tos vizinhos a interface. Essa simplificacdo, contudo, somente € vélida se o
meio poroso representado for isotrépico.

Volume de
controle

!
i
|
i Face perpendicular

o areta entre nds vizinhos

Figura 1.2 — Exemplo de uma malha de Voronoi aplicada a discretizagado de
um reservatorio.

Apesar de ter sido desenvolvida uma extensdo das malhas de Voronoi
para casos anisotrépicos, as denominadas malhas kPEBI [29], sua apli-

2 Mais conhecidas na drea como malhas PEBI (perpendicular bisection).
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cacgao era limitada a baixos niveis de anisotropia. Além disso, como no
exemplo da figura 1.2, na maioria das discretiza¢des aplicando malhas de
Voronoi a malha era ndo-estruturada apenas no plano horizontal. Mais
recentemente foram propostas técnicas para constru¢do de malhas hibri-
das baseadas em uma generalizagdo dos diagramas de Voronoi [5, 21, 55].
Nessas malhas hibridas, um exemplo das quais € mostrado na figura 1.3, a
maior parte do reservatorio é discretizado por uma malha estruturada cor-
ner point, a vizinhanca dos pogos por malhas cilindricas adaptadas a tra-
jetéria dos pocos e as regioes de transicdo por malhas com caracteristicas
semelhantes as malhas de Voronoi. O intuito desse tipo de discretizagao
é a representacdo acurada da trajetéria de pogos direcionais. O modelo
numérico para o escoamento mantém, entretanto, as mesmas limitacoes
que nas malhas corner point e Voronoi quanto a representacao de meios
anisotrépicos.

Malha ao redor
de um pogo

Figura 1.3 — Malha hibrida com geometria radial ao redor dos pogos (repro-
duzida da referéncia [21]).

Na literatura, a maioria das aplicacdes de malhas ndo-estruturadas
mais gerais a simulacao de reservatérios correspondem a formulagdes bi-
dimensionais, em que o reservatdrio é representado por uma malha de tri-
angulos [17, 22, 26, 28], de quadrilateros [38, 70] ou uma mistura de trian-
gulos e quadriléteros [12, 24, 34]. Todas as publicacdes recém citadas em-
pregam variantes do denominado control-volume finite element method
(CVFEM), para a discretizacao das equacoes do modelo de escoamento.
Nesse método, as varidveis sao aproximadas nos vértices da malha e os vo-
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lumes de controle sdo construidos como entidades duais dos vértices, com
contribui¢oes de diferentes elementos. Nao existe, como em formulacoes
utilizadas com malhas de Voronoi, nenhum requisito de ortogonalidade
para a construc¢do dos volumes de controle. Um volume de controle tipico
do método é mostrado na figura 1.4, além de um exemplo de uma malha
ndo-estruturada de triangulos.

A derivacao das equagdes discretizadas segue as diretrizes do método
de volumes finitos, em que cada equagdo representa o balanco de alguma
grandeza fisica em um volume de controle. Nesses balancos, os fluxos nas
interfaces entre volumes de controle podem ser determinados mediante
aproximacoes numeéricas restritas aos elementos da malha. Devido a essas
caracteristicas, neste trabalho prefere-se empregar para esse tipo de abor-
dagem o nome de método de volumes finitos baseado em elementos [45]. A
formulacdo numérica apresentada nos capitulos subsequentes segue esse
enfoque bdsico e o estende a malhas tridimensionais hibridas, formadas
por tetraedros, hexaedros, prismas e piramides.

Volume de
controle

Elemento

Figura 1.4 — Exemplo de uma malha ndo-estruturada de tridngulos (repro-
duzida da referéncia [28]) e da constru¢dao de um volume de
controle no método de volumes finitos baseado em elementos.

Algumas formulacdes empregando malhas ndo-estruturadas tridimen-
sionais tém sido publicadas em anos recentes, a maioria delas voltadas a
simulagdo de reservatorios fraturados [25, 33, 50, 53, 58, 68]. Nessas for-
mulagoes, as fraturas sdo representadas de forma discreta, segundo ilus-
tra a figura 1.5, aproveitando a flexibilidade geométrica das malhas néo-
estruturadas.
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Xk
7%

e,

2

Figura 1.5 — Malha de prismas para a representacdo discreta de fraturas em
um meio poroso (reproduzida da referéncia [33]).

1.1 Escopo e contribuicoes

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma extensdo para trés
dimensoes do método de volumes finitos baseado em elementos, apta para
ser aplicada a simulacao de reservatérios. De forma semelhante ao caso
bidimensional, em que é possivel tratar de forma unificada malhas ndo-
estruturadas de tridngulos e/ou quadrilateros, a formulacao apresentada
considera malhas que podem estar constituidas por elementos de formas
diferentes. As malhas tridimensionais consideradas podem estar formadas
por hexaedros, tetraedros, prismas, piramides ou uma mistura de todos
esses elementos. E possivel antever o grande potencial da aplicacdo de
malhas hibridas, formadas por esses tipos de elementos, para a represen-
tacdo de detalhes geométricos importantes dos reservatérios de petréleo.
A possibilidade de considerar diferentes elementos na discretizacao de um
dominio fisico confere um grau adicional de flexibilidade a uma formula-
¢do numérica para malhas nao-estruturadas.

A descri¢ao da formulacao é realizada de forma sistematica, abordando
inicialmente os aspectos puramente geométricos da metodologia, para de-
pois apresentar as aproximacdes numeéricas associadas, em ordem cres-
cente de complexidade. Alguns aspectos importantes que nem sempre
sdo descritos adequadamente na literatura, por exemplo, a especificacao
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de malhas nao-estruturadas, sdo abordados com certo detalhe. Especial
énfase é dada a definicdo de uma notacdo completa e consistente para
associar as aproximacoes numéricas a entidades geométricas das malhas
computacionais.

Para a apresenta¢do da formulacdo numérica adotou-se um enfoque
que vai do geral ao particular de forma gradual. Inicialmente sdo descritas
as aproximacdes numéricas bésicas de modo geral, sem qualquer parti-
cularizacdo especifica aos modelos de escoamentos em reservatérios de
petréleo. Por uma parte, isso facilita a apresentacao, pois permite focar a
descricdo nos aspectos numéricos relevantes sem que detalhes especificos
aum dado modelo tornem as equagdes mais complexas do necessario. Por
outro lado, essa abordagem permitird que o trabalho sirva de base para
futuros trabalhos visando aplicar a metodologia apresentada a outro tipo
de problemas fisicos.

Ap6s consolidadas as bases geométricas e numéricas da metodologia,
ela é aplicada a discretizacdo de um modelo de escoamento bifasico em re-
servatorios. Um dos componentes chave para uma formulacao aplicada a
simulacdo de reservatoérios é a modelagem do escoamento entre os pocos e
o reservatorio. Para a discretiza¢do na vizinhanca dos pocos é considerada
uma abordagem similar a proposta em [5, 21], com malhas de geometria
cilindrica acompanhando a trajetéria dos pocgos. Entretanto, diferente-
mente das malhas consideradas nas referéncias citadas, com a formulagao
de volumes finitos baseada em elementos ndo existe qualquer restricao de
ortogonalidade para a discretizacdo dos reservatérios. Complementando
esse tipo de representacdo geométrica, é considerado um procedimento
especial para determinar os denominados indices de poco, os quais sao
empregados para modelar o escoamento entre um pogo e o reservatorio.

1.2 Organizacao do trabalho

Este trabalho estd dividido em 7 capitulos, incluindo a presente introdugao
e a conclusdo. Os restantes capitulos sao sintetizados a seguir.

O capitulo 2 apresenta os conceitos relativos a geometria da discre-
tizacdo em um método de volumes finitos baseado em elementos. Esses
conceitos serdo aplicados nos capitulos subsequentes na descricdo siste-
matizada da formulacdo numérica. Espacial aten¢do é dada aos aspectos
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construtivos das entidades duais que determinam os volumes de controle,
dada a importancia dessas entidades na metodologia adotada.

No capitulo 3 sdo apresentados os ingredientes bédsicos de uma for-
mulacdo numérica de volumes finitos baseada em elementos. As aproxi-
macoes numéricas descritas neste capitulo possuem cardter geral, pois
podem ser aplicadas a discretizacdo de equacdes que modelam um amplo
espectro de processos fisicos, além daqueles encontrados na simulagao
de reservatérios. O esquema de notacao proposto para a metodologia é
descrito no inicio do capitulo.

No capitulo 4, os conceitos apresentados no capitulo 3 sdo aplicados
a discretizacdao de uma equacao de conservacdo de uma grandeza escalar
genérica. Essa equacdo é o protétipo das equagdes que compdem diversos
modelos de escoamentos, ndo apenas no ambito da simulacdo de reser-
vatérios. Por esse motivo, o contetido desse capitulo, assim como o dos
capitulos precedentes, pode ser utilizado em outras formula¢des numéri-
cas aplicando a metodologia. A descricao da discretizacdo da equacdo de
conservacao genérica é realizada passo a passo até a fase final do processo,
que é a inclusdo das condi¢bes de contorno do problema no sistema de
equacoes discretizadas.

No capitulo 5, o procedimento de discretizagdo descrito em capitulos
precedentes é aplicado a um modelo de escoamento bifdsico imiscivel.
Além de descrever adequadamente diversos processos de deslocamento
em reservatdrios, esse modelo e o suficientemente simples como para per-
mitir uma descricao detalhada do processo de discretizacdo das equacoes.
Na parte final do capitulo é descrita a forma como o escoamento entre um
poco e o reservatorio € modelado na formulacao.

Por fim, o capitulo 6 é dedicado a apresentar resultados de alguns
exemplos de aplicacdo da formulacao desenvolvida. No intuito de verifi-
car a convergéncia das solucdes numéricas, problemas simplificados sao
resolvidos em sequéncias de malhas com refinamento progressivo. Para
tanto, dominios de geometria simples e malhas de estrutura topolégica
fixa sao consideradas, a fim de manter sob controle a forma em que o refi-
namento das malhas é realizado. Considerando outro tipo de problemas,
é realizada a verificacdo do modelo de poco proposto no capitulo 5. Na
parte final do capitulo é apresentado um problema demonstrativo em um
reservatorio sintético tridimensional.



CAPITULO

Aspectos geométricos
da discretizacao

2.1 Malhas nao-estruturadas hibridas

De uma forma geral, uma malha computacional é um conjunto de entida-
des geométricas que constituem a representacao discreta de um dominio
espacial. O propdsito de uma malha é proporcionar o suporte geométrico
ao processo de discretizacao das equagdes governantes de um problema
fisico definido nesse dominio. Assim, em um método numérico, a repre-
sentacdo discreta das varidveis do problema sempre estd associada a de-
terminadas entidades da malha computacional.

Uma malha é composta, em geral, por entidades geométricas de dife-
rente dimensdo. Em uma malha definida em R” coexistem entidades de
dimensao d = 0,...,n, com relacdes de interdependéncia entre elas. As
entidades de dimensdo n sdo as entidades principais da malha, pois sdao
as porcoes finitas em que o dominio é dividido. Neste trabalho, como na
maior parte da literatura, essas entidades sao denominadas de elementos.

9
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Em R3, os elementos sdo corpos poliédricos, geralmente de forma simples,
sendo os mais comuns os tetraedros e os hexaedros.

Cada entidade de uma malha é limitada por entidades de dimensao
menor. Assim, em malhas tridimensionais, os elementos encontram-se li-
mitados por entidades de dimens&o 2, as quais recebem o nome de facetas.!
As facetas, por sua vez, sdo limitadas por entidades de dimensdo 1, as
arestas. Por fim, nas duas extremidades de uma aresta encontram-se os
vértices, que sdo entidades de dimensdo 0. A figura 2.1 ilustra todas as
entidades mencionadas, em uma porc¢ao de malha tridimensional.

Vértice

Aresta

Figura 2.1 — Entidades basicas em uma malha tridimensional.

A seguir sdo formalizadas algumas defini¢oes referidas a malha com-
putacional.

Definicdo 2.1. M é uma malha do dominio fechado (2, se satisfaz as se-
guintes condigoes [23]:
C1: Todo elemento e de M possui um interior ndo-vazio.

C2: A intersecdo do interior de dois elementos em M € o
conjunto vazio.

C3: Q=J,cq -

! Na literatura, 0 nome mais comum para essas entidades é face, porém, neste trabalho
essa denominacao é reservada para as entidades que limitam os volumes de controle, os quais
serdo definidos mais adiante.
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Definicdo 2.2. A conectividade de uma malha é a definicdo das conexdes
entre seus vértices [23].

Definicdo 2.3. Uma malha ndo-estruturada é uma malha cuja conectivi-
dade é irregular e, portanto, deve ser definida explicitamente.

Diferentemente, a conectividade de uma malha estruturada pode es-
tar definida de forma implicita, por exemplo, por um mapeamento entre
seus vértices e os elementos de uma matriz. Entretanto, tal mapeamento
requer uma organizacgao rigida de elementos e vértices, o qual dificulta a
geracdo desse tipo de malhas em dominios de geometria complexa. Ao
contrario, as malhas nao-estruturadas possuem uma extraordindria flexi-
bilidade geométrica, uma vez que vértices e elementos podem estar dis-
tribuidos de modo quase arbitrario. Devido a isso, a melhor alternativa
para a discretizacdo espacial de dominios de geometria complexa sao as
malhas ndo-estruturadas. A conveniéncia deste tipo de malhas é ainda
maior quando se requer solucdes mais precisas em determinadas regioes
do dominio, pela facilidade de realizar refino localizado nessas regices.?

Definicdo 2.4. Uma malha mista ou hibrida é uma malha que possui ele-
mentos de diferente forma geométrica.?

As malhas hibridas proporcionam um grau de flexibilidade adicional
em relacdo as malhas ndo-estruturadas de um tnico tipo de elemento. O
objetivo da utilizacdo de malhas hibridas é o melhor aproveitamento das
caracteristicas de cada tipo de elemento em diferentes regides do dominio.
Em aplicacées de CFD em trés dimensdes, as malhas ndo-estruturadas
mais comuns sdo as malhas de tetraedros, principalmente porque os al-
goritmos de geracao desse tipo de malhas sdo mais robustos e sofisticados,
permitindo discretizar virtualmente qualquer geometria de forma automa-
tica ou com pouca intervencao do usudrio [8, 57]. Entretanto, os elementos
hexaédricos produzem malhas mais compactas? e apresentam caracte-
risticas geométricas mais favordveis do ponto de vista numérico, espe-
cialmente quando é necessdrio utilizar elementos com razdo de aspecto

2 Isto é, reduzir o tamanho médio dos elementos nessas regides do dominio.

3 Em alguns textos, a denominagdo de malha hibrida é atribuida a malhas mistas que
apresentam regioes estruturadas e ndo-estruturadas [23, 73]. Entretanto, neste trabalho nao
serd considerada essa distingao e as duas denominacdes serdo utilizadas como equivalentes.

4 Mais compactas no sentido de possuir menos elementos para um dado nimero de
vértices. Dependendo do tipo de implementagao, isto pode gerar uma importante economia
de recursos computacionais.
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grande.> Porém, preencher um dominio tridimensional arbitrdrio conside-
rando apenas elementos hexaédricos é uma tarefa que envolve um enorme
grau de dificuldade. Nesse sentido, nenhum algoritmo desenvolvido para
geracdo de malhas de hexaedros se equipara aos algoritmos existentes para
geracdo de malhas tetraédricas [15, 52, 57].

A utilizacdo conjunta de tetraedros e hexaedros em malhas hibridas
é uma alternativa promissora para a discretizacao de dominios tridimen-
sionais complexos. De uma forma geral, a ideia central para a constru¢do
dessas malhas € discretizar as regides mais importantes do dominio com
hexaedros, deixando os tetraedros para preencher as regioes de geometria
mais intrincada ou de menor importancia, ou, inclusive, as por¢des onde
for necessdrio considerar refino localizado. Contudo, a transicdo entre
hexaedros e tetraedros requer a introdugao de elementos adicionais, tais
como prismas e piramides, a fim de garantir a conformidade da malha. A
conformidade é uma condicdo necessdria para varios métodos numéricos,
entre eles o método de volumes finitos baseado em elementos.

Definicdo 2.5. A malha M é uma malha conforme se satisfaz as condicoes
da definicao 2.1, além da condicao:

C4: A intersecdo de dois elementos em M é o conjunto vazio,
um vértice, uma aresta ou uma faceta [23].

A modo de ilustracdo, a figura 2.2 apresenta alguns casos tipicos de
nao-conformidade, em que as condicoes da definicdo 2.5 ndo sdo satisfei-
tas. Em todos esses casos, o procedimento de construcao dos volumes de
controle em um método de volumes finitos baseado em elementos pro-
duz volumes andémalos, em que a superficie de controle ndo é fechada.
Portanto, inclusive a ocorréncia de apenas uma unica situagdo de nao-
conformidade na malha utilizada pode tornar inconsistente o modelo nu-
mérico obtido com o método.

Como mencionado anteriormente, malhas hibridas que compreen-
dem apenas tetraedros e hexaedros ndo satisfazem as condicdes de con-
formidade. A situacdo usual nesse caso é como a mostrada na figura 2.2(d),
em que a faceta quadrangular de um hexaedro coincide com as facetas

5 Um exemplo tipico é a discretizagdo de reservatérios de petréleo, em que a dimensao
vertical é geralmente muito menor que as outras dimensoes. Essa situagao obriga a utilizar
elementos de razdo de aspecto grande, a fim de manter reduzido o nimero global de
elementos da malha.
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Contato
Superposigdo parcial de
de elementos facetas

(a) (b)

Faceta em contato com
mais de uma faceta

Contato
parcial de
arestas

(c) (d)

Figura 2.2 — Exemplos de situacdes que nao satisfazem as condicdes de
conformidade.

triangulares de dois tetraedros vizinhos. Em uma malha conforme, a fa-
ceta de um elemento deve coincidir exatamente com a faceta de um ele-
mento vizinho. Para isso ser possivel em uma malha misturando hexaedros
e tetraedros, devem ser utilizados elementos de transicdo que possuam
tanto facetas triangulares como quadrangulares. Os elementos mais sim-
ples com essa caracteristica geométrica sdo a piramide de base quadrada e
o prisma de base triangular. A fim de garantir a conformidade, uma faceta
triangular desses elementos deve coincidir sempre com a faceta de um te-
traedro, enquanto que uma faceta quadrangular deve fazé-lo com a faceta
de um hexaedro. A figura 2.3 ilustra exemplos de transicdes conformes
entre hexaedros e tetraedros.
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Hexaedro
k Tetraedro
Pirdmide
(a)
Tetraedro ’\
Hexaedro
Prisma
(b)

Figura 2.3 — Exemplos de transi¢dao conforme entre hexaedros e tetraedros.

2.2 Especificacao de uma malha nao-estruturada

A constru¢do de uma malha a partir da geometria de um dominio tridi-
mensional é uma operacao que envolve um alto nivel de complexidade.
Essa tarefa € realizada, em geral, por softwares especializados que execu-
tam algoritmos sofisticados a fim de garantir que as malhas geradas aten-
dam os requerimentos de uma dada formulacao numérica. Apesar de os
procedimentos de geragdo de malha nao serem abordados aqui, pois ndo é
o0 objeto do presente trabalho®, é importante descrever, ainda que de ma-

6 Diferentes métodos e algoritmos para geragao de malhas ndo-estruturadas tridimensio-
nais sao descritos em detalhes, por exemplo, nas referéncias [23, 52, 57, 74, 75, 81]
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neira sucinta, a forma de especificagao das malhas nao-estruturadas. Este
conhecimento é necessario para poder interpretar em um c6digo compu-
tacional as malhas vindas de um software de geracdo e também para esta-
belecer uma estrutura de dados adequada para manipulé-las no cédigo.
Existem diversas alternativas para a especificacao de uma malha nao-
estruturada. Na maioria delas, o ponto de partida é a especificacdo dos
vértices da malha, estabelecendo a localizacdo de todos eles em relacao
a um sistema de coordenadas, usualmente cartesiano. Para uma iden-
tificacdo univoca, a cada vértice deve estar associado um indice tnico,
estabelecendo-se dessa forma um esquema de numeragdo global para os
vértices da malha, conforme ilustrado na figura 2.4 para um caso simples.

©26 -

Z B 17 °15

Coordenadas dos vértices

8

§ X y z

1 2,104 5,203 7,305
2 1,596 7,002 8,304
3 2,697 8,987 w1

Figura 2.4 — Exemplo da especificacao dos vértices de uma malha.

As restantes entidades da malha podem ser definidas com base nos
vértices ja especificados. Neste ponto é possivel considerar diferentes pos-
sibilidades. Por exemplo, pode ser empregada uma descri¢do hierarquica
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[23] em que as arestas sdo especificadas com base nos vértices, as face-
tas sao especificadas com base nas arestas e, por fim, os elementos sdo
especificados com base nas facetas. Essa abordagem, na qual é definido
um esquema de numeracao global préprio para cada tipo de entidade da
malha, é demasiado geral para a maioria dos métodos numéricos, em que
ndo todas as entidades possuem a mesma importancia. Em métodos em
que a maioria das operacoes é realizada em nivel de elemento, como no
meétodo cldssico de elementos finitos e também no método de volumes fi-
nitos baseado em elementos, é suficiente a especificacdo da conectividade
dos elementos para completar a definicao de uma malha. Nessa aborda-
gem, arestas e facetas ficam determinadas de forma implicita e podem ser
acessadas localmente em cada elemento, se necessario.

Alista dos vértices associados a um dado elemento, ordenada segundo
algum esquema convencional, é suficiente para definir a conectividade
desse elemento. Nessa lista, os vértices devem ser identificados mediante
os indices globais especificados no passo prévio. Conforme ilustra a figura
2.5, um indice préprio é atribuido também a cada elemento para poder
identifica-lo posteriormente. Além disso, nas malhas hibridas pode ser
necessdrio indicar explicitamente a forma geométrica de cada elemento,
caso essa informacao nao possa ser inferida a partir do niimero de vértices
especificado para o elemento. A ordenacao convencional dos vértices para
todos os tipos de elementos considerados neste trabalho é indicada na
secao seguinte.

A lista de vértices especificada para definir a conectividade de um
elemento determina de forma indireta um esquema numeracao local para
seus vértices. Assim, por exemplo, no elemento 1 da malha mostrada na
figura 2.5, o vértice com indice global 3 pode ser identificado localmente
como vértice 1, o vértice 5 como vértice local 2, o vértice 21 como vértice
local 3, e assim por diante. A especificacdo da conectividade de um ele-
mento pode ser vista também como a definicao de um esquema de conver-
sdo global/local para a indexacdo dos vértices. Essa conversdo possui um
papel fundamental nos métodos numéricos baseados em elementos, pois
o resultado de muitas operacdes que sdo realizadas em nivel de elemento
deve ser depois utilizado de forma global e vice-versa. Como sera visto
na préxima secdo, com base na numeracao local dos vértices é possivel
também fazer a descricdo completa da topologia dos diferentes tipos de
elementos.
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Figura 2.5 — Exemplo da especificacdo dos elementos de uma malha.

2.3 Topologia dos elementos

A topologia de um elemento tridimensional pode ser completamente des-
crita em termos de suas facetas, arestas e vértices [23]. Por sua vez, as
facetas e arestas podem ser definidas com base nos vértices do elemento,
ordenados segundo algum esquema convencional. Consequentemente, a
descri¢do completa da topologia de um elemento pode ser realizada em
termos dos vértices, apos ser estabelecida a referida convencao para a or-
denacgdo dessas entidades. Nesta secdo é descrita a topologia dos qua-
tro tipos de elemento considerados neste trabalho: tetraedros, hexaedros,
prismas e piramides. A descricdo da topologia é realizada com base na
convencdo usual para a ordenacao de vértices em cada tipo de elemento.
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2.3.1 Tetraedro

O tetraedro é um elemento de quatro facetas triangulares, seis arestas e
quatro vértices. Os vértices do tetraedro sio numerados convencional-
mente utilizando a regra da méao direita [84]. O intuito é garantir que
o volume do tetraedro, calculado mediante determinantes, seja sempre
positivo. Para tanto, posiciona-se a mao direita em uma faceta qualquer
do elemento com o polegar apontando para o vértice oposto. Numeram-
se, entdo, os vértices da faceta escolhida no sentido indicado pelos quatro
dedos restantes, conforme ilustrado na figura 2.6. O ultimo vértice a nu-
merar € o vértice oposto a faceta considerada.

4
1
3
2
Arestas

b b
s o= 2
Facetas 3 3 5
E =2 =
53 [53 L5 'D—4 (Q\l

< S 2 o
2 5 8 & 1 1 2

[_“3 > = >
2 & & 2 2 3
1 1 3 2 3 3 1
2 1 4 3 4 1 4
3 1 2 4 5 2 4
4 2 3 4 6 3 4

Figura 2.6 — Topologia do tetraedro.

Na figura 2.6 é indicada também a definicdo local de facetas e arestas,
conforme a referéncia [23]. E importante notar que implicita nessa defi-
nicao encontra-se uma dada orientacdo para essas entidades. Assim, as
arestas podem ser consideradas como segmentos dirigidos, com orienta-
¢do do primeiro ao segundo vértice. De modo semelhante, na definicdo
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das facetas, a ordenacdo dos vértices determina um sentido de rotagédo
que, pela regra da mao direita, induz uma orientagao positiva apontando
sempre para fora do elemento.

Como é légico, quando a conectividade de um elemento tetraédrico
for especificada, a ordenacao dos vértices devera respeitar a convenc¢ao
anteriormente citada. Deve-se notar, no entanto, que um mesmo ele-
mento pode ser especificado de miiltiplas formas equivalentes. Assim,
por exemplo, se a conectividade de um dado elemento for especificada
pela lista de vértices (a, b, c,d), o mesmo elemento poderd ser definido
também pelas listas (b, c,a,d) e (c,a,b,d), as quais cumprem do mesmo
modo a regra da mio direita. De fato, existem em total doze permutacdes
na lista de vértices de um tetraedro que satisfazem essa regra, todas sendo
representacoes validas da conectividade desse elemento.

2.3.2 Hexaedro

O hexaedro é um elemento que possui seis facetas quadrangulares, doze
arestas e oito vértices. Ele é topologicamente equivalente a um cubo, ape-
sar de que, em um caso geral, suas facetas podem nao ser planas. A figura
2.7 ilustra a convencdo para a numeracdo dos vértices de um hexaedro,
assim como uma possivel definicao de suas facetas e arestas com base nos
vértices.

A numeracao dos vértices do hexaedro segue uma convencao seme-
lhante a descrita para o tetraedro. Primeiro sdo numerados os vértices de
uma faceta do elemento, seguindo o sentido de rotacdo positivo dado pela
regra da mao direita. Para tanto, posiciona-se a mao direita sobre a faceta
em questdo, com o polegar apontando para a faceta oposta, como mostra
a figura 2.7. Seguidamente sdo numerados os vértices da faceta oposta,
comecando pelo vértice oposto ao primeiro vértice da faceta jA numerada
e seguindo o mesmo sentido de rotacdo considerado nela.

A especificacdo da conectividade de um hexaedro deve levar em conta
a convencdo descrita acima para a ordenac¢do dos vértices. Caso contra-
rio, podem surgir ambiguidades, por exemplo, no célculo das grandezas
geométricas associadas ao elemento. Entretanto, igual que no caso do
tetraedro, a especificacdo de um hexaedro ndo é tnica, sendo que dife-
rentes listas de vértices satisfazem o critério de ordenac¢ado descrito e sao,
portanto, especificacoes validas para o elemento.
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Figura 2.7 — Topologia do hexaedro.
2.3.3 Prisma

O prisma triangular, ou simplesmente prisma, é um elemento que pos-
sui duas facetas triangulares opostas, separadas por trés facetas de forma
quadrangular. Além disso, o prisma possui nove arestas e seis vértices.
Apesar de existirem facetas de forma diferente, a configuracdo topolégica
em todos os vértices do prisma é idéntica.” Isto €, em qualquer um dos seis
vértices do prisma confluem trés arestas e trés facetas, das quais duas sdo
sempre quadrangulares e uma triangular.

7 No tetraedro e no hexaedro se produz também este tipo de simetria. Isso é mais
evidente nesses elementos pelo fato de todas as facetas serem tridngulos ou quadrilateros,
respectivamente.



ASPECTOS GEOMETRICOS DA DISCRETIZAGAO 21

A figura 2.8 mostra a numeracio convencional dos vértices do prisma,
além da definicao das arestas e facetas em fun¢ao da numeracao local dos
vértices. Para tal numeracao, consideram-se inicialmente os vértices de
uma das facetas triangulares, os quais sdo numerados segundo o sentido
positivo dado pela méao direita, com o polegar apontando para a faceta
triangular oposta. Depois sdo numerados os vértices nessa faceta oposta,
seguindo o mesmo sentido e comecando no vértice oposto ao primeiro
vértice numerado.

4
6
5
3
2 Arestas
[ [
< 2 =
— Q
Facetas 1 1 2
~ S S 9 i
° = = =t =
= & & < 4 4 5
1 1 3 2 - 5 5 6
2 4 5 6 - 6 6 1
3 1 4 6 3 7 1 4
4 1 2 5 4 8 2 5
5 2 3 6 5 9 3 6

Figura 2.8 — Topologia do prisma.

2.3.4 Piramide

O elemento piramidal considerado em malhas hibridas é uma piramide
de base quadrangular. Ele possui, portanto, cinco facetas, das quais qua-
tro sdo triangulares e uma quadrangular. O ndmero de arestas € oito e
o nuimero de vértices cinco. Nos quatro vértices da base quadrangular
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convergem trés arestas e trés facetas. O vértice oposto a base, porém,
apresenta uma configuracdo topolégica diferente, j& que nele confluem
quatro arestas e as quatro facetas triangulares da piramide. Esse vértice
é comumente chamado de 4pice.

O esquema de numeracdo considerado para os vértices da piramide é
ilustrado na figura 2.9. Sempre sao numerados primeiro os vértices da base
quadrangular, seguindo o sentido positivo da mao direita com o polegar
apontando para o dpice. O ultimo vértice a numerar é, precisamente, o
dpice. A figura 2.9 apresenta também a definicao local das arestas e das
facetas da piramide.

3
Arestas

53 k5
< = )
& 2| ¢
Facetas = 2 &
s & 8 & 3 o2 L
S % % 3 2 2 3

u_‘!\'ﬁ > =3 =3 >
= & & & 3 3 4
1 1 5 4 - 4 4 1
2 1 2 5 - 5 1 5
3 2 3 5 - 6 2 5
4 3 4 5 - 7 3 5
5 1 4 3 2 8 4 5

Figura 2.9 — Topologia da piramide.
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2.4 Entidades duais

As malhas e entidades descritas nas secdes anteriores serdo denominadas,
neste trabalho, malhas primdrias e entidades primdrias, respectivamente.
Elas determinam a representagdo discreta da regido do espaco onde o pro-
blema fisico a resolver esta definido. E possivel associar, entretanto, uma
entidade dual a cada entidade primdria. A unido das entidades duais forma
a que serd denominada de malha dual, a qual pode ser considerada como
uma particdo alterna do dominio de solucdo. As entidades duais tém um
papel fundamental em um método de volumes finitos baseado em ele-
mentos, pois os volumes de controle, com base nos quais sdo construidas
as equacoes em nivel discreto, sdo formadas por entidades duais, como se
verd mais adiante.

A primeira entidade dual que pode ser definida é a entidade dual do
elemento, que é um ponto interior a ele. Tal ponto € localizado conven-
cionalmente no baricentro dos vértices do elemento. Embora se trate de
uma escolha aparentemente arbitraria, essa localizacao possui varias van-
tagens, conforme serd discutido posteriormente. Quanto as restantes en-
tidades duais, elas podem ser definidas primeiro em nivel de elemento e
depois generalizadas mediante composicao.

Uma entidade dual pode ser definida considerando entidades duais
de menor dimensdio, estabelecendo-se dessa forma uma estrutura hierar-
quica semelhante a das entidades primadrias. Assim, em um elemento, a
entidade dual de uma faceta é um segmento unindo a entidade dual do
elemento com um ponto sobre a faceta. Por sua vez, a entidade dual de
uma aresta é um poligono limitado pelas entidades duais das facetas adja-
centes a aresta mais dois segmentos construidos sobre essas facetas. Neste
trabalho, as entidades duais das arestas, definidas em nivel de elemento,
sdo denominadas de faces. Finalmente, a entidade dual de um vértice é um
poliedro limitado por certo nimero de faces e poligonos construidos sobre
as facetas adjacentes ao vértice. Essa entidade dual é denominada aqui de
subelemento. A forma de construcdo das entidades duais serd abordada
com maiores detalhes nas subsecdes seguintes.

A figura 2.10 mostra de forma esquematica as estruturas hierdrquicas
das entidades primdrias e duais em nivel de elemento. Algumas caracte-
risticas importantes devem ser ressaltadas. Em primeiro lugar, se d = k é
a dimensao de uma dada entidade primaéria, a dimensao da entidade dual
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Figura 2.10 - Entidades primaérias e entidades duais em nivel de elemento.
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correspondente é d =3— k. Esta particularidade néo é casual, ja que deriva
de uma propriedade dos complexos celulares estudados na topologia al-
gébrica,® dos quais as malhas aqui consideradas sdo casos particulares
[51, 76]. Outro aspecto a destacar é a correspondéncia de um para um
entre uma entidade primdria e uma entidade dual. Isto implica que, na
prética, para identificar uma entidade dual pode ser utilizado o indice da
entidade primdria correspondente e vice-versa.

2.4.1 Construcao das faces

O processo de construgdo geométrica das faces é idéntico em todos os
elementos considerados, exceto na piramide, a qual possui algumas par-
ticularidades comentadas mais adiante. Como mostra a figura 2.11, no
tetraedro, no hexaedro e no prisma as faces sdo quadrilateros, determina-
dos por quatro pontos, denotados por M, R, C e L. Desses quatro pontos,
o ponto C, Unico interior ao elemento, é comum a todas as faces. Esse
ponto trata-se, em realidade, da anteriormente referida entidade dual do
elemento que, convencionalmente, é localizada no baricentro dos seus
vértices. A posi¢do desse ponto, portanto, é dada pelo vetor®

r =— I, 2.1)
C Nv; k

em que N, é o nimero de vértices do elemento e ¥ (k=1,...,N,) é o vetor
posicao de cada um desses vértices.

A equacdo (2.1) mostra a conveniéncia de localizar o ponto C no bari-
centro dos vértices do elemento. Como se pode observar, a posicao desse
ponto estd influenciada exatamente da mesma forma pela posicdo de to-
dos os vértices do elemento. Isto torna tal posicdo invariante em rela-
¢do a numeracao desses vértices. Lembre-se que, na especifica¢do da co-
nectividade de um elemento, diferentes permutacdes na lista de vértices
determinam um mesmo elemento. Ora, se a posi¢do do ponto C fosse
dada por uma expressdo em que a posicdo de cada vértice tivesse uma

8 A topologia algébrica é uma parte da matemética que estuda as propriedades topoldgicas
dos espacos associando-os com estruturas algébricas apropriadas [51]. Muitos conceitos
e resultados desta disciplina podem ser aplicados para a sistematizacdo do tratamento de
malhas computacionais [7].

9 Note-se que o ponto C é localizado no baricentro dos vértices do elemento e ndo no
baricentro do préprio elemento. Apenas no tetraedro ambos os pontos coincidem sempre.
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ponderacdo diferente, para cada permutagdo na lista de vértices ter-se-
ria uma posicdo diferente para tal ponto. Esta situacdo seria altamente
inconveniente, pois se tratando de um mesmo elemento, o ponto C deveria
ter a mesma posicdo em todos os casos.

L
[0}
L C
M
M R R
(a)
(b)
M Ponto médio da aresta
L c L,R Baricentros dos vértices
associados as facetas
adjacentes a aresta
M R C  Baricentro dos vértices
do elemento
(c)

Figura 2.11 - Construcdo das faces no tetraedro, no hexaedro e no prisma.

No mais, o ponto M é um ponto localizado sobre a aresta da qual
a face em questdo é a entidade dual. Além disso, os pontos R e L sdo
pontos localizados sobre as facetas adjacentes a essa aresta. Pelos mesmos
argumentos expostos no caso do ponto C, os pontos R e L sao localizados
convencionalmente nos baricentros das respectivas facetas. Mais preci-
samente, sdo localizados nos baricentros dos vértices associados a essas
facetas, cuja posicao é determinada por expressdes andlogas a equacdo
(2.1). De forma equivalente, o ponto M é considerado coincidente com o
ponto médio da aresta em questdo.

A forma de construcdo geométrica descrita, denominada baricéntrica
[77], garante que as faces resultantes serdo quadrilateros planos, se todas
as facetas quadrilaterais do elemento também forem planas. No tetraedro,
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o qual possui somente facetas triangulares, as faces resultantes sempre sao
planas. Entretanto, se o mesmo esquema de constru¢do fosse empregado
também na pirdmide, algumas das faces resultantes nao seriam planas,
mesmo se a base do elemento fosse plana [58]. Ainda que tal situacdo
ndo seja tdo séria do ponto de vista numérico,'? neste trabalho preferiu-
se adotar um esquema de constru¢do modificado.

Nesse esquema, o ponto comum a todas as faces é o ponto B, locali-
zado no baricentro dos vértices da base da piramide. Com essa variacao
garante-se que todas as faces em uma piramide de base quadrada serao
planas. Conforme sera visto no capitulo 3, uma piramide qualquer pode
ser mapeada em um pirdmide de base quadrada, mediante uma transfor-
macao de coordenadas adequada. A figura 2.12(a) ilustra a constru¢do das
faces adjacentes as arestas que convergem no dpice da piramide. Essas
faces encontram-se determinadas pelos pontos M, R, B e L, 0s quais, com
excecdo do ponto B, estdo definidos da forma ja descrita para os outros
elementos. As quatro faces restantes, aquelas adjacentes as arestas que
limitam a base da piramide, resultam faces triangulares. Conforme mos-
trado na figura 2.12(b), cada uma dessas faces estd determinada pelo ponto
M, o ponto médio da aresta adjacente, o ponto B, o baricentro dos vértices
da base, e o ponto L, que é o baricentro dos vértices da faceta triangular
contigua.

(a) (b)

Figura 2.12 - Construcdo das faces no elemento piramidal.

10 Nas faces devem ser aproximadas integrais de superficie e mesmo em faces quadran-
gulares nao-planas é possivel realizar essa aproximacgao de forma consistente, conforme é
mostrado no apéndice A.
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2.4.2 Construcao dos subelementos

O conjunto das faces em um elemento gera uma subdivisdo deste em certo
namero de por¢oes. Cada uma dessas porcoes é o que neste trabalho é
chamado de subelemento.!! Como mencionado anteriormente, os subele-
mentos podem ser considerados entidades duais dos vértices do elemento.
Existe, portanto, uma correspondéncia biunivoca entre vértices e subele-
mentos, de forma equivalente a correspondéncia entre arestas e faces.

As figuras 2.13, 2.14, 2.15 e 2.16 ilustram a subdivisdo do tetraedro,
do hexaedro, do prisma e da pirdmide, respectivamente. Pode-se obser-
var que as faces subdividem também as facetas dos elementos em trés ou
quatro porgdes quadrilaterais. Se as facetas dos elementos tridimensio-
nais fossem interpretadas como elementos bidimensionais, essas porcoes
seriam subelementos bidimensionais. Em rela¢dao a malha tridimensional,
porém, esses subelementos podem ser interpretados como faces externas.
Essas entidades sdo tteis na discretiza¢do dual do contorno dos dominios
tridimensionais, conforme se verd na secdo 2.5.

(a)

(b)

Figura 2.13 - (a) As seis faces e (b) os quatro subelementos no tetraedro.

Todos os subelementos, exceto aquele associado ao dpice da piramide,
encontram-se limitados por trés faces e trés das faces externas antes ci-
tadas. Tratam-se de corpos hexaédricos, que possuem, além disso, uma

110 nome subvolume de controle [45, 67] é também utilizado para essa entidade.
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(a)

(b)

Figura 2.14 - (a) As doze faces e (b) os oito subelementos no hexaedro.

propriedade adicional. No espaco transformado associado a cada tipo de
elemento,'? os subelementos possuem o mesmo volume. Com a divisao
baricéntrica gera-se, portanto, a distribui¢do mais equilibrada possivel do
volume de um elemento. A exce¢do novamente é a piramide, na qual o
subelemento adjacente ao 4pice, além de ser de forma octaédrica, possui
um volume maior que os restantes subelementos no correspondente es-
paco transformado.

2.4.3 Entidades duais compostas

As entidades duais definidas em nivel de elemento podem ser reunidas
para formar entidades duais compostas. Assim, a entidade dual composta
de um vértice da malha é a reunido dos subelementos associados ao vér-
tice, em todos os elementos que o compartilham. Uma vez que, nos méto-
dos de volumes finitos baseado em elementos, as equacdes de conservagao
sdo integradas nessas entidades compostas, elas sdo denominadas volu-
mes de controle, seguindo a nomenclatura cldssica do método de volumes
finitos.

12 Em cada tipo de elemento é considerada uma transformagao local de coordenadas que
auxilia em algumas aproximag¢des numeéricas. Essa transformacao de coordenadas é descrita
na secao 3.3.
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(a)

(b)

Figura 2.15 - (a) As nove faces e (b) os seis subelementos no prisma.

(a)

(b)

Figura 2.16 — (a) As oito faces e (b) os cinco subelementos na piramide.

Como ilustracgéo, a figura 2.17 apresenta um volume de controle em
uma malha mista. Nesse exemplo especifico, elementos das quatro formas
consideradas contribuem na formacdo do volume mostrado. O volume de
controle resultante da unido de subelementos é um corpo poliédrico, em
geral, bastante irregular. Sua forma depende da configuracao especifica da
malha primdria em torno ao vértice interior. Quanto maior for o niimero
de elementos que confluam nesse vértice, mais complexa serd a forma do
volume. Por construgdo, no interior de cada volume de controle existe um
vértice da malha, conforme mostra a figura 2.18. O volume de controle é,
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precisamente, a entidade dual composta do vértice interior. Tal caracteris-
tica permite que, em um método numérico que considere essas entidades,
o volume de controle seja identificado pelo mesmo indice global do vértice
interior.

Volume de
N controle

Malha
primaria

Figura 2.17 - Volume de controle em uma malha tridimensional mista.

Os esquemas de construgdo geométrica das entidades duais, descritos
ao longo desta se¢do, dao origem a volumes de controle que preenchem o
mesmo espaco tridimensional que a malha primaéria, sem se superpor ou
deixar vazios. Em conjunto, os volumes de controle e as restantes enti-
dades duais formam uma malha alternativa para o dominio discretizado
pela malha primaria. Trata-se de uma malha, em geral, de geometria mais
complexa que a malha original, pelo fato dos volumes de controle serem
corpos poliédricos usualmente mais irregulares que os elementos prima-
rios. Apesar dessa maior complexidade e das intimeras formas que os
volumes de controle podem adquirir, sua manipulacdo é facilitada pelo
fato de estarem formados por componentes de geometria simples e bem
determinada.

Essa é, precisamente, uma das caracteristicas fundamentais de um
método de volumes finitos baseado em elementos. Em vez de se lidar
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g " Vértice central

Figura 2.18 — Corte de um volume de controle, mostrando o vértice central.

diretamente com os volumes e superficies de controle, opera-se com suas
entidades componentes em nivel de elemento. Como se viu nas subsecoes
prévias, o nimero de formas possiveis para essas entidades, os subelemen-
tos e as faces, é bastante reduzido. Isto torna sua manipulacdo em um
c6digo computacional extremamente simples. Equacgdes e outros entes
matemadticos associados aos volumes de controle sdo obtidos seguindo o
mesmo processo de construcdo destes, isto é, mediante composicdo das
contribui¢des associadas as entidades componentes em nivel de elemento.

De resto, podem ser associadas também entidades duais compostas as
arestas e facetas da malha primdria. Assim, reunindo as faces associadas
a uma aresta em todos os elementos que a compartilham, obtém-se uma
face composta. Por outro lado, unindo os dois segmentos duais a uma fa-
ceta, correspondentes aos dois elementos adjacentes, obtém-se a entidade
dual composta dessa faceta. A figura 2.19 ilustra esquematicamente essas
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entidades compostas. Elas sdo mencionadas aqui por questées de com-
pleteza, ja que ndo cumprem um papel importante no método abordado
neste trabalho. A superficie de controle, a qual limita um volume de con-
trole, poderia ser considerada como a unido de faces compostas. Porém,
na maioria dos casos é mais conveniente considerar que tal superficie estd
formada diretamente por faces simples.

Entidades primarias Entidades duais

o cezzllll Volume de
Vértice (d = 0) controle (d = 3)

Face
| ’ composta
Aresta(d=1) - . d=2)

\

Segmento /é o

composto oo
Faceta(d=2) d=1) -zl

Figura 2.19 - Entidades primaérias e entidades duais compostas.
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2.5 Malhas de contorno

A especificacdo completa de um problema deve incluir informacao acerca
da solucao nas fronteiras do dominio de solucao, mediante as condicoes de
contorno. A fim de incluir essas condi¢des no problema discretizado, pode
ser necessdria a existéncia de uma representagdo discreta dos contornos
nos quais elas sao especificadas. A forma mais direta para tal representa-
¢ao é aquela integrada pelas facetas coincidentes com os contornos. Pode-
se considerar que essas facetas sdo elementos bidimensionais que formam
uma malha superficial para cada contorno do dominio de solugdo. Tais
elementos serdo denominados aqui elementos de contorno e a malha que
formam malha de contorno. Para o tipo de discretizacdo considerado neste
trabalho, os elementos de contorno sdo tridngulos e/ou quadriléteros.
Uma vez que os elementos de contorno coincidem com as facetas
da malha volumétrica, para especificar uma malha de contorno pode ser
empregada uma forma compacta como a mostrada na figura 2.20. Nela,
especificam-se em uma lista os elementos volumétricos adjacentes e as

Faceta

Malha de contorno

Elemento
volumétrico

Especificagdo da malha de contorno

(=] [=}
g g eg
=i} = = x|
B2 BT 3
33 3 3 =
=g e

1 33 2

w N
~
—_
—

19

Figura 2.20 — Exemplo da especificacdo de uma malha de contorno.
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facetas nesses elementos que coincidem com o contorno. Para tanto pode-
se empregar a numeracao global dos elementos, definida na especificagdo
da conectividade da malha volumétrica, junto com a numeracdo local das
facetas em cada elemento.

Com ajuda da conectividade dos elementos da malha volumétrica é
possivel determinar de forma indireta toda a informacéo relativa a uma
malha de contorno associada. Assim, por exemplo, é possivel estabelecer
quais sao o os vértices localizados sobre o contorno e também todas as
relagdes de vizinhanca entre entidades de contorno e volumétricas. Entre-
tanto, em algumas situacoes particulares, para implementar uma condicdo
de contorno pode-se precisar apenas uma lista dos vértices pertencentes
ao contorno. Nesse caso pode-se dispensar a especificacdo completa de
uma malha de contorno e especificar apenas tal lista.

Conforme visto na secdo 2.4.2, a subdivisdao de um elemento volu-
métrico em subelementos estabelece simultaneamente uma particdo das
facetas do elemento. Isso implica também uma particdo dos elementos de
contorno, ja que coincidem com as facetas da malha volumétrica. Como
mostra a figura 2.21, essa particdo é realizada por segmentos que unem o
baricentro dos vértices do elemento (C) com os pontos médios das suas
arestas (M).!3 Produto da subdivisao, resultam trés poligonos no tridngulo
e quatro poligonos no quadrildtero. Esses poligonos sdo chamados aqui

M
(a) T - J—
Faces de
M contorno

(b)

Figura 2.21 - Subdivisdo dos elementos de contorno.

13 Trata-se de uma subdivisdo baricéntrica para elementos bidimensionais, equivalente a
descrita na sec¢do 2.4.2 para elementos tridimensionais.



ASPECTOS GEOMETRICOS DA DISCRETIZAGAO 36

faces de contorno e podem ser interpretados como as entidades duais dos
vértices em nivel de elementos de contorno.

As faces de contorno fecham as superficies de controle dos volumes
adjacentes aos contornos, como ilustra a figura 2.22. Conforme se observa
nessa figura, uma caracteristica adicional desses volumes de controle é que
o vértice associado encontra-se situado sobre o contorno. Diferentemente,
nos volumes internos o vértice associado sempre é localizado no interior
dos volumes.

Malha de contorno
ﬁ Face de contorno

<2 o v

Malha volumétrica

Figura 2.22 — Volume de controle adjacente a um contorno.



CAPITULO

Aspectos numéricos basicos

3.1 Caracteristicas gerais de um método de volumes
finitos baseado em elementos

Um método de volumes finitos se caracteriza pela aplicacao de equagdes
integrais de conservacao a volumes de controle discretos. Em um método
de volumes finitos baseado em elementos, os volumes de controle sdo
as entidades duais dos vértices da malha primdria de elementos. Como
visto no capitulo anterior, essas entidades preenchem completamente o
dominio de solucao determinado pela malha primadria, sem deixar espacos
vazios ou se superpor. Além de satisfazer esse requisito basico dos métodos
de volumes finitos [20], por construcdo, as interfaces entre volumes de
controle sdo poligonos localizados no interior dos elementos da malha
primdria. Isto permite que os fluxos que atravessam essas interfaces se-
jam determinados mediante aproximacdes locais da variacdo da varidveis
em cada elemento. De fato, praticamente todas as operagdes necessdrias
no processo de construgdo das equagdes discretas pode ser realizado em
nivel de elemento. Depois, mediante um procedimento de montagem se-
melhante ao empregado ordinariamente no método de elementos finitos,
obtém-se as equacdes de balanco referidas aos volumes de controle.

37
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Em um método de volumes finitos baseado em elementos, a represen-
tacdo discreta de uma varidvel em um dado nivel de tempo é um conjunto
de valores, cada um dos quais encontra-se associado a um vértice da malha
primdria. Seguindo a nomenclatura tradicional, os pontos onde valores
das varidveis sao aproximados sdo denominados nds. No tipo de método
descrito neste trabalho, portanto, os nés estdo localizados nos vértices da
malha de elementos. Devido a dualidade entre vértices e volumes de con-
trole, o nimero de nés e o ntimero de volumes de controle em uma malha
conforme sempre serd o mesmo. Uma vez que as equagdes discretas sao
referidas aos volumes de controle e os valores discretos de uma varidvel sao
referidos aos nés, o produto da discretizagao de uma equacao diferencial
em uma varidvel é sempre um sistema fechado de equagoes algébricas.
Isto é, um sistema no qual o nimero de equagdes € igual ao ntimero de
incégnitas. Modelos de vérias equacoes diferenciais em vdrias varidveis
normalmente conduzem também a sistemas fechados de equacgoes.

As caracteristicas bésicas de um método de volumes finitos baseado
em elementos, citadas acima, encontram-se ilustradas esquematicamente
na figura 3.1. Quanto a aproximacgao local das varidveis em funcdo dos
valores nodais em um elemento, diversas alternativas podem ser conside-
radas. Em principio, ndo existe impedimento para a utilizacdo de diferen-
tes tipos de aproximacdes na discretizacao dos diferentes termos de uma
equacao de conservagdo. Assim, por exemplo, nos temos de trasporte ad-
vectivo é possivel utilizar aproximacdes do tipo upwind, que representam
de forma adequada esse tipo de transporte.

Em geral, a aproximacgdo numérica do gradiente de uma variavel, ne-
cessdria na discretizacdo dos termos de transporte difusivo, é uma das
operacdes mais laboriosas em um método numérico. A escolha mais 6bvia
em um método de volumes finitos baseado em elementos é a diferencia-
¢do de expressdes analiticas que aproximem a variacdo das varidveis nos
elementos. Para tanto, utilizam-se as func¢des polinomiais empregadas
habitualmente no método de elementos finitos. Nesse caso, a nocao de
elemento transcende o papel puramente geométrico, ao serem associadas
a cada tipo de elemento fung¢des polinomiais compativeis com sua forma,
as quais sao utilizadas para a interpolacao das variaveis. Essas funcoes sao
comumente denominadas fungées de forma. Apesar de existirem outras
alternativas para a aproximagao numérica dos termos de transporte difu-
sivo, neste trabalho sao utilizadas func¢oes de forma. Nas restantes secoes
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Valores discretos das varidveis associados
aos vértices da malha primdria (nds)

Equagdes discretas associadas as
entidades duais dos vértices da
malha (volumes de controle) e

Fluxos e outras grandezas determinados
mediante aproximagdes locais em fungido
dos valores nodais em um elemento | . .

@

Figura 3.1 — Caracteristicas fundamentais dos métodos de volumes finitos
baseados em elementos.
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deste capitulo sdao apresentados os ingredientes basicos do método de vo-
lumes baseado em elementos, aplicado no presente trabalho a simulacao
de reservatorios.

3.2 Convencoes relativas a notacao

Conforme visto no capitulo 2, na especificacdo da malha primdria sao es-
tabelecidos implicitamente esquemas de indexacao global para vértices e
elementos. Dado que tais esquemas permitem identificar univocamente
essas entidades, as restantes entidades envolvidas no processo de discre-
tizacdo sdo normalmente referidas a elementos ou vértices relacionados
com elas. Contudo, j& que no método considerado nds e vértices coinci-
dem na mesma localizacdo geométrica, em vez de se referir aos vértices,
a notacgdo fard referéncia aos nés. Isto porque a nocao de n6é tem uma
conotagdao mais ampla que a de vértice, no contexto do método numeérico.

Seja ©® uma dada grandeza envolvida na descricao do problema consi-
derado. Para denotar o valor dessa grandeza associada ao né p, escrever-
se-a (:),,. Quando se fizer referéncia ao valor nodal em um né ¢ localizado
no elemento e, escrever-se-a éf. Nesse contexto, £ pode ser interpretado
como o indice local que identifica o n6 no elemento, isto é, £ € {1,2, . N;},
onde N¢ é o niimero de n6s associados ao elemento em questao.

A notacdo para a associacdo com outras entidades segue uma conven-
¢ao similar. Assim, por exemplo, G)jf indica que a grandeza O estd associada
a face f, localizada no elemento e. Por outro lado, ©¢ indica que a gran-
deza estd associada ao subelemento s do elemento e. Em geral, faces e
subelementos sao indexados apenas localmente nos elementos. Portanto,
nas grandezas associadas a essas entidades o sobrescrito e frequentemente
serd omitido, a fim de simplificar a nota¢do. Note-se, por outro lado, que
apenas as grandezas associadas aos nés, por sua relevancia nas equagoes
discretizadas, levam o sinal diacritico (7).

Muitas das operacdes relativas a discretizacdo das equagoes envolvem
diversos conjuntos de entidades. Por exemplo, todas as equacdes de con-
servacao discretas estdo referidas aos volumes de controle e as superfi-
cies que os limitam, os quais, como indicado no capitulo 2, sdo formados
por subelementos e faces, respectivamente. Logo, um volume de controle
pode ser definido como um conjunto de subelementos e sua superficie de
controle como a unido de um conjunto de faces e um conjunto de faces
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de contorno. A fim de facilitar a escrita das equacdes discretizadas, neste
trabalho € utilizada uma notacao especial para esses e outros conjuntos de
entidades. A definicdo desses conjuntos, assim como a notacdo empregada
para eles, encontra-se indicada com exemplos nas figuras 3.2 e 3.3, para
entidades da malha volumétrica, e na figura 3.4, para entidades das malhas
de contorno. Os esquemas que ilustram cada defini¢do correspondem
a malhas bidimensionais, para permitir uma visualizacao mais clara das
entidades envolvidas.!

e . . . . e . . . .
A%t Conjunto dos nés associados F° . Conjunto das faces no interior
ao elemento e do elemento e
., -\ 0o---—0 | <\ T0-=-=-=--0
o

: ) \//\NEIgmento e

Elemiento e 7 L
5 Subelemento do elemento e ¢ & Conjunto das faces no interior do
adjacente ao n6 p elemento e, associadas ao né p

LN \/ Elementoe . “_—Elementoe

Figura 3.2 — Notacao de entidades e conjuntos de entidades (parte 1).

1 As por¢oes de malha mostradas nos esquemas podem ser interpretadas também como
cortes transversais de uma malha tridimensional.
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Zp : Conjunto dos elementos vV, = U 5% 1 Volume de controle
que compartilham o né p ect, ao redor doné p

Fp = U fpe: Conjunto das faces ao 57\[,7 = U A? . Esténcil associado
e€E, redor doné p ecE, aond p
,,
D . >
/ .\//>% No p .‘/\~ N6 p
\\ / 1 o o :

Figura 3.3 — Notacao de entidades e conjuntos de entidades (parte 2).

Na nota¢do empregada, as entidades e conjuntos de entidades referi-
das as malhas de contorno se distinguem daquelas da malha volumétrica
pela anteposicdo do indice b. Assim, por exemplo, um elemento de con-
torno é denotado por % e uma face de contorno por ¥f. Outros exemplos
dessa notac¢do sdo apresentados na figura 3.4. Note-se que nessa figura,
uma superficie de controle foi definida como a uniao do conjunto das faces
internas a malha associadas a um volume de controle, ¥,, e do conjunto
das suas faces de contorno, »7,. Para um volume de controle interno, isto
é, nao adjacente a um contorno, bfp é um conjunto vazio e, portanto, sua
superficie de controle é simplesmente 7,,.
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hfp : Conjunto dos elementos de b'e . Conjunto das faces no
contorno que compartilham elemento de contorno Ze,
ondp adjacentes ao né p
® o4 ®-—————— o
/\/ Elemento de ). ; k N6 ip
contorno be N i
N6 p [N Ommme
b, bgle . . . -
Fp = U Tpe * Conjunto de todas Sp=Fp U hfp : Superficie de
beebg, as faces de contorno controle associada
adjacentes ao né p a0 volume %),
N7
S AN o B
N6 p : N6 p e

Figura 3.4 — Notacdo de entidades e conjuntos de entidades associadas a
malhas de contorno.

Dado que a formulacdo apresentada estd destinada maiormente a pro-
blemas em regime transiente, para a discretizacdo considerar-se-4 uma
parti¢do finita do intervalo de tempo, {) <t < < ... < tp <... < ty,.
Cada um desses niveis de tempo discretos pode ser interpretado como um
n6é em uma malha unidimensional na linha do tempo. Nessa malha, A,
denota um intervalo de tempo particular, definido por At,, = t,;, — t1-1-

Para denotar o valor de uma grandeza ©, dependente do tempo, no
nivel t = t,,,, escrever-se-a |®]". Sempre que for possivel, o indice m serd
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omitido a fim de simplificar a notacdo das expressdes discretizadas. Nesse
caso, ficard implicito que qualquer grandeza dependente do tempo estara
associada ao nivel de tempo ¢ = t,,,. Apenas quando tal pratica possa gerar
expressdes ambiguas serdo utilizados os indices apropriados relativos ao
tempo.

3.3 Transformacao de coordenadas

A estratégia comumente adotada para se lidar com a distor¢cao geométrica
dos elementos em uma malha néo-estruturada é o denominado mapea-
mento [35, 84]. Trata-se de uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos de um elemento no espago fisico e os pontos de um elemento regu-
lar com a mesma topologia, no denominado espaco transformado. Tal
mapeamento implica a existéncia de equagdes de transformacao entre o
sistema de coordenadas global, no qual esta definida a malha no espago
fisico, e um sistema de coordenadas local em cada elemento. A vantagem
desta transformacao é que vérias das operacdes necessdrias para a discre-
tizacdo das equacdes podem ser expressas de forma genérica, e geralmente
mais simples, no sistema local de coordenadas.

A maneira mais conveniente de expressar a transformacdo de coor-
denadas em um elemento é mediante funcoes de forma. As funcoes de
forma para elementos tridimensionais sdo funcdes continuas e derivaveis
das coordenadas locais &, n e £, que possuem algumas propriedades es-
peciais, citadas mais adiante. Com ajuda dessas funcdes, as equacdes de
transformacao das coordenadas locais as coordenadas cartesianas globais,
para um ponto no interior ou no contorno de um elemento, podem ser
escritas como [84]

x =Y Ne(&n, )%,

lene

y = 2 NeEn, 03, 3.1)
len®

2= N(&n) 2.
lene

Nestas equagdes, N¢(&,n,{), paral € A€ = {1,2,...,N;f }, sdo funcoes
de forma adaptadas a topologia do elemento em questdo, enquanto que
X;, ¥, eZ; sdo as coordenadas globais dos nés associados a ele.
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O ndmero de funcoes de forma diferentes que podem ser definidas
em um elemento é igual ao nimero de nés associados a ele. Para todos
os elementos considerados neste trabalho, as expressdes matemadticas das
fung¢oes de forma utilizadas sdao apresentadas na subsecado 3.3.2. Todas
essas fungoes satisfazem algumas propriedades bésicas. Assim, por exem-
plo, elas variam sempre no intervalo [0, 1], no interior e sobre o contorno
de um elemento. No ponto coincidente com o né de indice local a, a
funcao de forma N, adquire o valor 1, enquanto todas as restantes funcgoes
se anulam. Além disso, os valores das funcdes de forma em um ponto
qualquer do elemento constituem uma particdo da unidade [84], isto é,
satisfazem a relacdo

D NeEn ) =1. (3.2)
lene

3.3.1 Matriz jacobiana

Vérias expressdes matematicas relativas a discretizacao, quando expressas
em coordenadas locais, incluem a denominada matriz jacobiana. Para
uma transformacdo como a dada pelas equacoes (3.1), essa matriz é de-
finida por [82]
O:x  Opx  Orx
1En0 = | ey ay oy, (33)
Oz Oyz Oz

Nesta expressdo, J:x, por exemplo, ¢ uma notagdo reduzida para a
derivada parcial 0x/0%. Todas as derivadas parciais incluidas na matriz
jacobiana podem ser obtidas explicitamente diferenciando as equacdes
(3.1). Assim, por exemplo, para a derivada parcial J:x, tem-se

55)6 = Z 55N[ . )VCZE. (3.4)
lene
Substituindo expressdes equivalentes para todas as derivadas parciais
na definicao da matriz jacobiana, obtém-se

D 0:Ng- X X 9,Ng-xf D 0Ng- Xf
J=| X o:Ne-yf 2 0,Ne-y, DNy |- 3.5)
2 0:Ne- 27 2 oyNe- 27 3 0Ne- 2
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Esta expressdo pode ser reescrita de um modo mais conveniente para
o computo da matriz jacobiana, como

N, a,N, &N,

X-le X-g )‘(’:IEV” 65N2 6,7N2 ag;Ng
J=1\|w ¥ - W ) ) . (3.6)
LI S 14

55NN5 anNN: agNle

Para uso nesta expressao, as derivadas parciais das funcdes de forma
em relacdo as coordenadas locais podem ser obtidas explicitamente me-
diante diferenciacdo das equacoes que as definem em cada tipo de ele-
mento. A matriz que contém essas derivadas participa também em outras
expressoes, motivo pelo qual serd definida formalmente como

6’5N1 6,7N1 ag’Nl
N, N, &N,

D(&,n, ) = (3.7

OeNng N Ny

3.3.2 Funcoes de forma

A seguir sdo detalhadas as funcées de forma consideradas neste trabalho.
Elas sdo compativeis com as geometrias dos elementos e com a localizagdo
definida para os nés. E facil comprovar que satisfazem todas as restricoes
indicadas anteriormente para as funcoes de forma.

As funcoes de forma para o tetraedro sdo fungdes lineares nas coorde-
nadas locais, definidas por

Ni(&nl)=1-&-n-¢,

Na(£,n,0) = &, 58
Ns(£,n,8) =1, '
N4(€)T]’§) = 4’

A figura 3.5 mostra o elemento tetraédrico no espaco transformado,
junto com as coordenadas locais dos seus vértices. Qualquer tetraedro em
uma malha, sem importar qudo deformado se encontrar, se aplicard no
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tetraedro regular da figura 3.5, quando for considerarada a transformacéo
dada pelas equacoes (3.1), com as func¢des de forma dadas pelas equacoes
(3.8). No tetraedro transformado, as coordenadas locais variam nos inter-
valos0<E<1-n-4,0<n<1-&-e 0<I<1-&—n.

o

Coordenadas locais
dos vértices

N
5 & n | ¢
1 0 0 0
2 1 0 0
L 3 0 1 0
4 0 0 1

3

3-’/2

Figura 3.5 — Tetraedro no espaco transformado.

As funcoes de forma para o elemento hexaédrico sdo as oito fungdes

trilineares

Ni(&n, ) =1-8A-n(1-7),

N2(En,8) =&1-n)(1-2),

N3(&n,¢) =&n(1-20),

{ N4(&n,{) =1-En1-2), 3.9)
Ns(&,n,¢) =1-81-n){¢,

Ne(&n, ) =&8Q-n)¢,

N7(&nd) =&nd,

Ng(&,n, ) =(1-&)nl.

Com uma transformacao de coordenadas empregando essas funcdes
de forma, um hexaedro qualquer € mapeado em um cubo de dimensdes
unitdrias, segundo mostra a figura 3.6. Nesse elemento hexaédrico trans-
formado, os intervalos de variagao das coordenadas locais sdo 0 < & <1,
0<n<1 e 0<<1, respectivamente. Qualquer uma das funcoes de
forma do hexaedro se reduz a uma funcao linear sobre as trés arestas que
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confluem no vértice cujo indice local coincide com o da func¢éo, anulando-
se nas restantes arestas. Além disso, nas facetas adjacentes ao vértice, a
func¢ao de forma se reduz a uma fungao bilinear, idéntica a considerada
em um elemento quadrildtero bidimensional.

” Coordenadas locais
dos vértices

5 g
B & n | ¢

8 =
1 0 0 0

6
2 1 0 0
7 3 1 1 0
4 0 1 0
i 5 0 0 1
6 1 0 1
- 2

e/ 7 1 1 1
3 8 0 1 1

Figura 3.6 — Hexaedro no espaco transformado.

As fungdes de forma consideradas para o prisma sdo as seguintes

Ni(&n,¢) =01-&-n)(1-7),

Nz(i»nyg) = 5(1_§)r

4 N3(£,1,{) =n(1-{), 3.10)
Ni(En, ) =1-E-n)¢,

NS(&!T)’Q/) = gg’

NG(grn’ g) =n g

O prisma no espaco transformado é mostrado na figura 3.7. Nele, os
intervalos de variacdo das coordenadaslocaissao 0 < £ <1-n, 0<n<1-¢
e 0 < ¢ £ 1. De modo semelhante ao caso do hexaedro, as funcoes de
forma do prisma se reduzem a funcgées lineares em trés arestas e se anu-
lam nas restantes. Nas facetas triangulares, as funcdes tornam-se lineares,
enquanto que nas facetas quadrangulares se reduzem a func¢des biline-
ares em duas coordenadas. Isto garante a compatibilidade das funcoes
de forma do prisma com as do tetraedro e as do hexaedro. Ou seja, em
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uma faceta triangular comum a um tetraedro e a um prisma, a variagdao
das funcoes de forma € idéntica para ambos os elementos. Uma situagao
equivalente acontece em uma faceta quadrangular compartilhada por um
hexaedro e um prisma.

U

Coordenadas locais
dos vértices

E 1 n | ¢

Vértice

—_ - o o O

R

A U R W N =
o = O O
_-o O = O O

—

7/2

Figura 3.7 — Prisma no espaco transformado.

Finalmente, as funcdes de forma consideradas para a piramide sdo

Ni(§n,0) =(1-81-n) -3+ (E-HN-HL/0-),
Na(En ) =E0-n -1 - E-9—3)¢/0-0),

Ns(&,n ) =En -3+ E-DM-HLA-0), 3.11)
Ny ) =(1-8n -3 - E-)0-3)¢/0=-0,

Ns(£,1,¢) = ¢.

Estas fung¢oes de forma diferem das dos outros elementos na presenca
de um termo racional em quatro delas. Conforme [83], esse termo é ne-
cessdrio para garantir a compatibilidade com as funcoes de tetraedros e
hexaedros e para evitar a singularidade da matriz jacobiana.? De fato, é
possivel comprovar que as fun¢des da equacdo (3.11) se reduzem a funcoes
lineares sobre as facetas triangulares e a funcdes bilineares sobre a base
quadrangular, como requerido para a transicdo com os outros elementos.

2 As fungdes da equagdo (3.11), no entanto, diferem das apresentadas em [83] nos interva-
los de variacao das coordenadas locais. Variou-se esses intervalos a fim de compatibiliza-los
com os considerados nas fung¢des de forma dos outros elementos, sempre entre 0 e 1.
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O elemento piramidal no espaco transformado encontra-se representado

na figura 3.8. Os intervalos de variacdo admissiveis para as coordenadas
. ~ 4 4

locais sao §$§s1—§, ;S<n<1-3 e 0<I<1.

Coordenadas locais
dos vértices

U™

8 £ 7

= n

2

1 0 0 0

2 1 0 0
r 3 1 1 0

"
4 0 1 0
5 Y i 1

»Q
(3]

Figura 3.8 — Piramide no espaco transformado.

3.4 Integracao numérica

Em geral, um método de volumes finitos é baseado na aproximacgdo nu-
mérica da forma integral das equacdes de conservacdo. Portanto, uma
das operagdes mais importantes do método é a aproximacdo de integrais.
Ordinariamente, dois tipos de integrais precisam ser aproximadas em uma
equacdo de conservagdo: integrais de volume, cujo dominio sao os volumes
de controle, e integrais de superficie, cujo dominio sao as superficies de
controle que limitam esses volumes.

3.4.1 Aproximacao de integrais de volume

A forma mais simples de aproximacdo de uma integral de volume é o pro-
duto do valor médio do integrando no dominio de integragao pelo volume
desse dominio. No contexto do método de volumes finitos, o valor médio
do integrando pode ser aproximado pelo seu valor nodal, correspondente
ao no interior do volume de controle. Pode-se, portanto, escrever para essa
aproximacao

J Y dV ~ Y, AV, (3.12)
7,
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em que 1/3p € o valor nodal do integrando e AV, é o volume do volume de
controle, ambos associados ao né6 p.

Quando o n6 p estiver localizado no baricentro do volume de controle
7,, como aconteceria em uma malha cartesiana regular, a aproximacao
(3.12) terd precisdo de segunda ordem [20]. Nos volumes de controle polié-
dricos construidos sobre uma malha nao-estruturada irregular, entretanto,
raramente o né interior estard localizado no baricentro do volume. Nesses
casos, a precisdo da aproximacdo (3.12) se reduz a primeira ordem. Ape-
sar disso, em um método de volumes finitos é comum utilizar esse tipo
de aproximacao, especialmente no termo transiente de uma equacao de
conservacao.

No contexto de um método de volumes finitos baseado em elemen-
tos, a aproximac¢do de uma integral de volume pode ser feita também em
nivel de subelementos. Uma vez que um volume de controle encontra-se
formado por certo nimero de subelementos, é possivel escrever

J Ypdv =) J Y dv. (3.13)
Vp e€E, Jsp

Cada uma das integrais definidas sobre os subelementos pode ser en-
tdo aproximada, resultando a expressao

f Ydv ~ >y AV, (3.14)
q/f’

ecE,

onde gbs?n é o valor do integrando, avaliado no baricentro do subelemento
s, enquanto que AVS: é o volume de tal subelemento. No caso de nao
existir uma expressao explicita para o integrando em funcao de coordena-
das espaciais, pode ser necessdrio o uso de esquemas de interpolacdo para
relacionar o valor de wgp com valores nodais.

Como no espaco transformado os subelementos possuem uma forma
mais regular, seu volume pode ser determinado mais facilmente mediante
integracao nesse espaco. O fator de escala entre o volume de um elemento
diferencial no espaco fisico e o correspondente volume no espago transfor-
mado é dado pelo determinante da matriz jacobiana |J| da transformacao
[84]. Portanto, para determinar o volume de um subelemento, pode ser
utilizada a expressdo integral
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AV =J IJ| AV, (3.15)
)4
Se
143

na qual, dVé"¢ é o elemento diferencial de volume no espaco transfor-
mado. Isso implica que a integracgao é realizada nesse espaco. Os detalhes
das técnicas de integracao empregadas neste trabalho para o célculo da
integral na equacao (3.15) sdo apresentados no apéndice A.

Encontrando-se disponiveis os volumes dos subelementos, o volume
de um volume de controle completo, necessério na equacao (3.12), pode
ser obtido mediante a soma

AV, = Y AVE. (3.16)

ecL,

3.4.2 Aproximacao de integrais de superficie

As integrais de superficie em uma equagdo de conservagdo representam
os fluxos advectivos e/ou difusivos atravessando a superficie de controle.
O fluxo total através de uma superficie de controle pode ser expresso por
uma integral da forma fs,,ﬁ - dS, onde 9 é a densidade de fluxo e dS um
elemento diferencial de 4rea, sendo ambas as grandezas vetoriais. O vetor
dS é normal a superficie de controle em qualquer ponto, com orientagao
apontando para o exterior do volume de controle.

Uma vez que uma superficie de controle encontra-se formada, em
geral, por um conjunto de faces internas a malha e um conjunto de faces
de contorno, pode-se entao escrever

o],

)
Considerando inicialmente a integral sobre 7,, ela serd igual a soma
das integrais definidas sobre as faces individuais f que pertencam a %,.

Ou seja,
f L

P

v -dS +J v - dS. (3.17)
by,

p P

o -ds =ZJ1‘)-dS. (3.18)
fer, Jrf

Ainda, dado que essas faces encontram-se distribuidas nos elementos
que contribuem na formacdo do volume de controle, a tltima equagéo
pode ser reescrita de forma equivalente como
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9-dS = 0 ds. (3.19)

Ip eefﬂ fefg

Cada face f é um quadrilatero o um tridngulo localizado no interior
de um elemento e. A integral em uma dessas faces pode ser aproximada
pela regra do ponto médio [20], isto é, pelo produto escalar do integrando,
avaliado no baricentro da face, e o vetor area da face em questiao.? Intro-
duzindo essa aproximacdo na equacao (3.19), obtém-se, finalmente,

ﬂ ds ~ > ) B -ASp,. (3.20)

e€Ly feF?

Nesta expressao, ﬂf ¢€ o valor da densidade de fluxo no baricentro da
face f, enquanto que ASy,, € o vetor drea da referida face, com orientacdo
positiva relativa ao volume de controle 7/,.

O vetor érea é o produto da drea de uma face pelo vetor unitdrio na
sua dire¢do normal.* Quanto a orientacado desse vetor, pode-se definir uma
orientacdo absoluta e uma orientacio relativa aos volumes de controle que
aface separa.

Definicdo 3.1. A orientacdo absoluta do vetor drea de uma face é idéntica
a orientacdo da aresta associada a face.

Na secao 2.3, quando foi descrita a topologia dos elementos, definiu-
se a orienta¢do das arestas em funcdo da ordenacdo em que sdo especi-
ficados os vértices.> Convencionalmente, a definicdo 3.1 estabelece que
uma face e uma aresta, que sdo entidades duais em nivel de elemento,
possuem a mesma orientacdo. Isso é mostrado esquematicamente na fi-
gura 3.9. Nessa figura é indicada também uma notacdo para os dois nés
nas extremidades de uma aresta, a qual esta relacionada com a orientagao
da face.

3 Essa aproximacdo é equivalente ao emprego de uma quadratura de Gauss [35, 84] com
um tnico ponto de integracdo sobre a face.

4 O computo do vetor area é descrito no apéndice A, considerando inclusive o caso da face
ser um quadrildtero nao plano.

5 Conforme se definiu na se¢do 2.3, a orientac¢do positiva de uma aresta é aquela que vai
do primeiro ao segundo vértice especificado.
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Face f

L

12%10'\k
(1° no) /\1

Aresta nF
(2° no)

Figura 3.9 — Orientacao absoluta do vetor 4rea de face.

Entretanto, as expressdes aproximadas para os fluxos nas faces, como
a da equacao (3.20), devem ser escritas considerando a orientacdo das
faces relativa aos volumes de controle adjacentes.

Definicdo 3.2. O vetor 4rea de uma face possui orientacao positiva em
relacdo a um volume de controle adjacente se aponta para o exterior do
volume.

Neste trabalho, o vetor drea associado a face f, quando considerado
com orientagdo absoluta, é denotado como AS;. No entanto, quando for
necessdario especificar a orientacgao relativa a um volume de controle adja-
cente, o vetor serd denotado como ASy,,, sendo p o n6 interior ao volume
referido. Conforme ilustra a figura 3.10(a), ASy,, coincide com ASy quando
p é onodlocalizado no lado oposto ao apontado por AS. No caso contrdrio,
o mostrado na figura 3.10(b), tem-se que ASy,, = —ASy.

Do ponto de vista da implementacdo computacional é mais vantajoso
expressar os fluxos nas faces considerando a orientagdo absoluta do vetor
drea. Dessa forma, um fluxo é calculado uma tinica vez em uma dada face.
Quando tal fluxo deva ser adicionado nas equacdes de conservagdo dos
volumes de controle adjacentes, ele terd sinal positivo para um volume
e negativo para o outro.® A diferenca no sinal é originada pela diferente
orientacdo relativa do vetor drea da face em relacdo aos dois volumes.

6 Isto é, o fluxo que abandona um volume de controle por uma dada face é o mesmo fluxo
que ingressa no volume vizinho, por essa face. Essa é uma das caracteristicas fundamentais
de um método de volumes finitos, a consisténcia dos fluxos nas interfaces entre volumes de
controle [45, 59].
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Face f
AS/;!IB = AS/‘
/V

(a) °

nB(f) nF(f)

Volume de
controle

(b) °

nB(f) nF(f)

Figura 3.10 - Orientacdo do vetor 4rea de face, relativa aos volumes de
controle.

Uma forma pratica de expressar a aproximac¢do de uma integral de
superficie em func¢do de AS; ¢ mediante a defini¢do do pardmetro

Ofp = { 1 se p=nBj), 3.21)

-1 se p=nF(f),

onde nB(f) e nF(f) sdo os nds localizados atrés e a frente da face f, respec-
tivamente, segundo a notacao indicada nas figuras 3.9 e 3.10. Com esse
parametro, tem-se que ASy,, = 0y, ASy, com o qual a equacéo (3.20) pode
ser reescrita na forma final

f B-dS ~ D > 07,0 -AS;. (3.22)
7

» e€E) feq’

Voltando novamente a aproximacgao das integrais em uma superficie
de controle, na equagdo (3.17) resta aproximar a integral definida sobre
br,, para os volumes adjacentes a contornos. A aproximacao dessa integral
pode ser escrita de forma andloga a aproximacgdo da integral sobre 7,.
Tem-se entao,
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Lfﬂ-ds N DD By ASy, (3.23)

» beehg, bfehfpba

onde @ € o valor da densidade de fluxo no baricentro da face de contorno,
enquanto que ASy € o vetor drea correspondente a essa face. Os vetores
ASy; s@o construidos de modo que sempre apontem para o exterior do
dominio. Em consequéncia, neste caso nao ha necessidade de distinguir
entre orienta¢do absoluta e relativa aos volumes de controle, como no caso
das faces internas, porque ambas as orientacdes sempre coincidem.

3.5 Aproximacao do gradiente de uma variavel

O transporte difusivo de uma grandeza fisica é dependente do gradiente
dessa grandeza. Logo, toda vez que for necessdrio aproximar numerica-
mente o termo de transporte difusivo em uma equagdo de conservacao,
serd necessdrio aproximar gradientes ou componentes desses gradientes
em determinadas diregdes.

Na formulacdo de volumes finitos baseada em elementos apresentada
neste trabalho, considerar-se-4 a abordagem tradicional, determinando os
gradientes mediante diferenciacdo de aproximacdes baseadas nas funcoes
de forma. Isto é, para efeito do computo do gradiente, a variacdo de uma
grandeza © em um elemento serd aproximada pela expressdo

05,0 ~ Y Ni(&n,0)6f, (3.24)
lene
na qual, N¢(&,7n,{) sdo as mesmas funcoes de forma consideradas no ma-
peamento dos elementos’ e éf sdo os valores nodais da grandeza.
A aplicacdo da aproximacdo (3.24) a definicdo do gradiente de uma
func¢ao dependente das coordenadas cartesianas,

0,0
ve=|g6], (3.25)
2,0

7 Esta é uma caracteristica, na nomenclatura do método de elementos finitos, dos elemen-
tos isoparamétricos [35, 84].



ASPECTOS NUMERICOS BASICOS 57

dé origem a expressao

athf
vo ~ Y | aN, |6y, (3.26)
ten azNZ

No entanto, uma vez que as funcoes de forma sdo definidas em relacao
as coordenadas locais, as derivadas parciais na equacao (3.26) ndo podem
ser obtidas diretamente. Para obté-las, deve-se fazer uso da regra da cadeia
para derivacdo de funcdes compostas. Dessa forma, por exemplo, para a
derivada J:N,; pode ser obtida a expressao

3§N[ = agx - 0xNy + 5gy . 3y N, + 352 - J,Ny. (3.27)

Relagoes equivalentes podem também ser obtidas para as derivadas
parciais J,;N; e 9;N,. As trés expressdes podem ser reunidas para formar
a equacao matricial

agN[ 55)6 85y 85z 5x Ng
ON¢g | = | Gyx Oyy 0Oyz IyN¢ | . (3.28)
6¢ N[ ﬁgx 6¢y 8¢z 3Z N[

A matriz presente no lado direito desta tltima equacdo é a transposta
da matriz jacobiana, conforme se pode comprovar observando a defini¢dao
dessa matriz, na equacao (3.3). Logo, a equacdo (3.28) pode ser reescrita
como

0:Ny IxN;
N | =TT N, |, (3.29)
agN[ ale

da qual se deduz
oxN, 9:Ny
N | =177 a,N |, (3.30)
o, N[ agN[

em que J~T é uma notagio reduzida para a inversa da transposta da matriz
jacobiana.

A equacdo (3.30) pode agora ser substituida na equagao (3.25), obtendo-
se entao a expressao



ASPECTOS NUMERICOS BASICOS 58

2:N,
vo=JTY | N |6, (3.31)
ten® \ I¢N

a qual pode ser reescrita na forma matricial equivalente

8gN1 6§N2 65NN5 éze

Vo =J"T| 3N N, - Ny - (3.32)
N1 Ny - Ny
Ny

Na segunda matriz do lado direito desta equacao é possivel reconhe-
cer a transposta da matriz D, definida anteriormente na equacao (3.7).
Definindo, ainda, o vetor de valores nodais da variavel ® como

of
o3

0 = . , (3.33)

v

e
Ny

é possivel escrever a expressao final, mais compacta, para a aproximagao
do gradiente em um ponto qualquer de um elemento

vOo(E,n,l) =1DTO°. (3.34)

3.6 Esquemas de interpolacao espacial

Na discretiza¢do de uma equacdo de conservacdo é necessdrio também
aproximar valores de uma varidvel em locais diferentes aos dos nés. Uma
vez que a forma fechada das equacdes discretizadas apenas pode conter
valores nodais das varidveis, torna-se necessdrio o emprego de esquemas
de interpolacdo, pararelacionar valores em pontos especificos dos elemen-
tos, geralmente localizados sobre as faces, com os valores nodais.

O caso mais importante surge na aproximacao do fluxo advectivo em
uma equacgao de conservacgao. O fluxo advectivo na superficie de um vo-
lume de controle é representado matematicamente por uma integral de
superficie como a considerada na secao 3.4.2. Nessa integral, a densidade
de fluxo é usualmente dada por 9 = pv0O, onde p e v sdo a densidade do
fluido e a velocidade do escoamento que transporta a grandeza intensiva
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O, respectivamente. Quando a essa integral é aplicada a aproximacao dada
pela equacao (3.22), torna-se evidente a necessidade de aproximar valores
de variavel nos baricentros das faces, isto ¢, valores de ©.

Em um método de volumes baseado em elementos, um esquema de
interpolacdo é geralmente restrito aos valores nodais associados a um ele-
mento. Assim, a expressdao mais geral para um esquema de interpolagdo
para o valor de uma varidvel no baricentro de uma face é

i~ Y af 6y, (3.35)
len®

em que aff ; s80 coeficientes escalares que ponderam a influéncia de cada
valor nodal sobre o valor interpolado na face. O nimero de coeficientes
necessdrios para esta interpolacdo é igual ao ntimero de nés associados
ao elemento e onde a face se encontra. Por exemplo, em um esquema
de interpolacdo equivalente a aproximagdo empregada para o computo
do gradiente, os valores dos coeficientes de interpolacdo seriam iguais aos
valores das funcoes de forma nos baricentros das faces, isto é,

(aff'[)formaz Nf(gf'nf'gf) ’ (3.36)

emque Sy, nje 4 # 880 as coordenadas locais do baricentro da face f.

Embora seja possivel empregar este tipo de interpolacdo na aproxi-
macao do termo advectivo, sua utilizacao nao é aconselhdvel. Essa prética
é equivalente ao uso de esquemas de diferencas centrais em formulacoes
convencionais de volumes finitos, portanto, usualmente da origem a coefi-
cientes negativos na forma final das equacoes discretizadas [67]. Conforme
é relatado extensamente na literatura [42, 44, 45, 59, 60], problemas de
monotonicidade e de oscilacdes espirias sao comumente consequéncia
direta da presenca desses coeficientes.

O esquema de interpolacao mais empregado para os termos advec-
tivos, na simulacao de reservatdrios, é o esquema upwind de um ponto
[3] ou esquema donor cell [44]. Nesse esquema, o valor nodal localizado
a montante de uma interface, levando em conta o sentido do escoamento
que a atravessa, é atribuido integralmente como valor interpolado nessa
interface. Essa aproximacao possui precisao de primeira ordem e preserva
a monotonicidade de solucdes discretas inicialmente monotonicas [78].
Portanto, produz solugdes fisicamente coerentes, embora apresentando
forte difusao numeérica [45].
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No contexto de um método de volumes finitos baseado em elementos,
o esquema upwind de um ponto, denotado daqui em diante com a sigla
SPU,8 pode ser definido matematicamente pela expressao

6 :+ASf > 0,
(@)= o vy a5

SPU_ énp(f) se (pV)f 'ASf <0,

na qual, igual que na equacao (3.21), nB(f) e nF(f) € uma notagdo para os
no6s localizados detrds e a frente da face f, de acordo com a orientacdo
absoluta da face. Além disso, ( pv)f - ASy € a vazdo que atravessa a face,
da qual somente é considerado seu sinal. Os dois casos considerados na
equacdo (3.37) encontram-se ilustrados esquematicamente na figura 3.11.
Todos os coeficientes a; ; associados ao esquema SPU sdo nulos, exceto
aquele associado ao n6 a montante, o qual adquire um valor unitario.

Face f

> -

N6 a montante

(a) ﬂ Aresta
nB(f) \ lpv )f‘
nF(f)

(pv); .

(b)
nB,(N\Néa’?Ontante

nF(f)

Figura 3.11 - Os dois casos na interpola¢do upwind de um ponto (SPU).

8 Do inglés Single Point Upwind.



CAPITULO

Discretizacao de uma equacao
de conservacao

4.1 Equacao de conservacao genérica

A fim de mostrar de forma objetiva a aplicacdo das aproximag¢des numéri-
cas apresentadas no capitulo anterior, neste capitulo serd descrita, passo a
passo, a discretizacdo de uma equacdo de conservacao genérica. A equa-
¢do de conservacdo de uma grandeza escalar é considerada aqui um pro-
t6tipo das equagdes que formam parte dos diferentes modelos de escoa-
mento em reservatérios de petréleo. Apds ser descrita a obtencao da forma
discretizada dessa equacdo, serd abordado o procedimento de montagem
do sistema linear de equagoes resultante da discretizacdo em todos os vo-
lumes de controle de uma malha. A descricao detalhada desses procedi-
mentos, aplicados a uma equacgdo simples como a equacao de conserva-
¢do de uma grandeza escalar, servird como fundamento para a posterior
aplicagao a um modelo de escoamento multifidsico em reservatérios de
petroleo.

61
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A forma diferencial da equacéo de conservagao de uma grandeza es-
calar ©, associada ao escoamento de um fluido e expressa por unidade de
massa, pode ser escrita de forma genérica como [20]

2(p0O)
ot

+V.(pOv) = V- (KVO) +1. 4.1)

Nesta equacdo, p é a densidade do fluido, v é a sua velocidade e K
o coeficiente de difusividade da grandeza ©, expressa como um tensor
de segunda ordem.! A equacéo 4.1 representa um balanco da grandeza
® em um volume de controle infinitesimal. O primeiro termo do lado
esquerdo representa a variacao temporal da grandeza genérica no volume.
O segundo termo representa o transporte advectivo através da superficie
do volume infinitesimal. O primeiro termo no lado direito representa o
transporte difusivo através da mesma superficie. Por fim, o termo v é
o termo fonte da equacao, o qual leva em conta qualquer mecanismo de
geracdo, conversdo ou transporte da grandeza © ndo considerado explici-
tamente nos outros termos da equagao.

O ponto de partida para a aplicacdo de um método de volumes finitos
é geralmente a forma integral de uma equacdo de conservacdo. Para a
equacdo (4.1), a forma integral equivalente é [20]

7
—Jp@dV+fp®v-dS=JKV@-dS +J¢dV. 4.2)
ot ), s s v

Esta equacdo corresponde ao balan¢co em um volume de controle 7,
limitado por uma superficie fechada .5, fixo em uma regido do espaco pela
qual escoa um fluido [8]. Tal como ilustra a figura 4.1, dS é um vetor
diferencial de area sobre a superficie §, dirigido na direcdo normal a ela
e apontando para o exterior do volume.

Existe uma correspondéncia termo a termo entre as equagdes (4.1) e
(4.2). Entretanto, a forma diferencial é mais restritiva no sentido de ndo
admitir solucdes apresentando descontinuidades, tais como ondas de cho-
que ou interfaces entre fluidos imisciveis [8, 44]. Uma vez que a forma in-
tegral ndo possui restricoes em relacdo a descontinuidades, ela é preferida
como base da maioria das formula¢des numeéricas [8].

1 Em uma equagdo de conservagdo associada a descri¢do de um escoamento em um
reservatorio, K representaria a permeabilidade do meio.
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17/

Figura 4.1 - Volume de controle em um escoamento.

4.2 Discretizacao

A equacdo (4.2) pode ser aplicada diretamente a um volume de controle
poliédrico como os obtidos com os procedimentos descritos na secao 2.4.
Neste caso, conforme a notagdo apresentada na se¢do 3.2, considerar-se-
4 um volume de controle 7/, limitado pela superficie $,. Nas subsecoes
seguintes serd descrita a discretizagdo dos diferentes termos da equagao
integral de conservacao, aplicando as aproximacdes apresentadas ante-
riormente no capitulo 3.

4.2.1 Termo de transporte advectivo

Para a aproximacao numérica dos termos de transporte, inicialmente sera
considerado um volume de controle localizado no interior do dominio, ou
seja, um volume que ndo possui faces de contorno (7, = 0). A contribui-
¢ao das faces de contorno serd considerada posteriormente como parte
das condicdes de contorno do problema.

A aplicacdo da equacido (3.22), com # = pv0, da origem a seguinte
aproximacdo para o termo advectivo na forma integral da equagdo de con-
servacao

pOV-dS =~ Z Z o7p (POV) ;- ASy. (4.3)

Sp ecE, fe;rp‘?
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Ainda, ap0s definir o fluxo de massa pela face como riiy = (pv);+ASy,
a aproximacao pode ser escrita na forma mais compacta

f pOV-dS ~ > Y oy, 0;. (4.4)
S

P e€Ly fegy?

A forma final da aproximacao do termo advectivo é obtida substituindo
a expressdo utilizada para interpolar os valores da varidvel nas faces, em
funcao de valores nodais. Aqui serd empregada a expressao geral dada pela
equacao (3.35), com a qual obtém-se

J pOvV-dS ~ > oy mpaf, 6. (4.5)
N

P e€Ly feFf leN®

4.2.2 Termo de transporte difusivo

Aplicando desta vez a equacdo (3.22) com 9 = KVO, obtém-se a seguinte
expressdo aproximada para o termo difusivo da equacao de conservagao

f KVO-dS ~ D > 07,(KVO); - AS;. (4.6)
S

p €<ty feg?

A fim de aproximar o fluxo difusivo em cada face da superficie de con-
trole, pode-se agora substituir a expressdo aproximada para o gradiente,
dada na equacao (3.34). Além disso, para facilitar a posterior manipula-
¢do algébrica, o produto escalar que determina o fluxo pode ser escrito
utilizando a representacdo alternativa @ - b = a' b, obtendo-se a relacdo
aproximada

.
(KVO); - AS; ~ (Kf ]};TD;(:)e) ASy . 4.7)

Uma vez que a aproximacado da integral de superficie na face requer
que o gradiente seja avaliado no baricentro da face, tanto a matriz jaco-
biana J como a matriz D sdo avaliadas nesse ponto. Além disso, Kf éo
coeficiente de difusividade no mesmo ponto.?

2 Na simulagdo de reservatérios, K representa a permeabilidade absoluta, uma propri-
edade do meio poroso no qual acontece o escoamento. Na representacao discreta da
variacao espacial dessa grandeza, é conveniente associar a cada elemento um valor tGnico
de permeabilidade, a fim de evitar descontinuidades nas faces.
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Ja que o produto escalar de dois vetores é comutativo, isto é, a'b =
b'a, aequacio (4.7) pode ser rescrita como

(KVO)j - AS; ~ AS[Kj If‘TDfT(:)e. 4.8)

Esta forma da aproximacdo do fluxo difusivo em uma face permite
definir o operador

eT_ T -TnT
(ﬁf) = ASTK;1;TD], (4.9)

com o qual o fluxo em uma face pode ser escrito como

T 3
(KVO); - ASy ~ (/5;) 0" = g6y, (4.10)
lene

onde ﬂﬁz sdo as componentes do operador (ﬁfe)T, o qual é um vetor de
dimensao igual ao nimero de nés do elemento ao qual a face em ques-
tdo pertence. Introduzindo essa aproximacao na equacao (4.6), resulta a
expressao final para a aproximacao do termo difusivo

f KVO-dS ~ > > > a7, pf, 6. (4.11)
N

P e€E) feF S len®

4.2.3 Integracao temporal

Para completar a discretizacdo da equacao integral (4.2), resta aproximar
os termos representados por integrais de volume. Apés aplicar a aproxima-
¢do dada na equacdo (3.12) para ambas as integrais e substituir, além disso,
as aproximacoes dos termos de transporte advectivo e difusivo, obtém-se
a equacao

6 Mp@p Z Z Z oppmrag,6; =

ecE, fef” len® 4.12)

Z Z Z arpBr Of + Yy AV,

e€L) fefe len®

na qual tem-se introduzido o parametro M, = p, AV, o qual representa
a massa de fluido contida no volume de controle.
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A equacido (4.12) deve ser ainda integrada no tempo para poder ser
obtida a versao final da equacdo em nivel discreto. Apds levar o termo de
fluxo advectivo para o lado direito da equagdo e integrar todos os termos
entre nos niveis discretos de tempo ¢,,_; € t,;, chega-se a

M,6,|"

tm—1

; (4.13)
f D> D ap(Br—ag,) O + AV, fdr.
13

m-1| e€Ep f&%e lene

A integral do lado direito deve agora ser aproximada numericamente
em funcao de valores nos niveis de tempo ¢,, e/ou t,,_;. Nesta operagao
qualquer uma das abordagens empregadas ordinariamente em métodos
convencionais de volumes finitos pode ser considerada [8, 20, 45]. Como
exemplo, a seguir serd considerada a abordagem totalmente implicita [45],
na qual a integral é aproximada avaliando o integrando no nivel de tempo
t,, e multiplicando-o pelo intervalo At,, = t,,, — t;,—1. Ou seja

[Mp ™10, |™ = [My|" 71O " =

Z Z Z Uﬁp(ﬁ;é_[mfa;”m) [éﬂm n ll[JmeAVp At (4.14)
eEL), fp e

Esta equagdo pode ser rearranjada convenientemente, levando todos
os termos associados a valores nodais da varidvel no nivel de tempo ¢,, ao
lado esquerdo e todos os restantes termos ao lado direito. Isto é

(M, ™0y 1" = Aty > D D 0y (B, Lrivpag, ™) 161" =

e€L, feg;’e len® (415)
My "0, + (4| AV Al

Assumiu-se que o termo fonte da equacao de conservacao independe
da varidvel ©. Caso exista essa dependéncia mediante uma relacdo nao-
linear, pode ser necessdrio realizar uma lineariza¢cdo do termo fonte, con-
forme explicado em [45, 59].

A equacgdo (4.15) é a forma fechada da equacao discretizada de conser-
vacgdo, uma vez que apenas contém valores nodais da varidvel incégnita.
Os nés que participam desta equacgao sdo somente aqueles associados aos
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elementos que contribuem na formacédo do volume de controle. Esses nés
formam o denominado esténcil ou molécula computacional [8, 20] A, da
equacdo, na qual apenas os coeficientes associados a incégnitas nesses n6s
apresentardo valores nao-nulos. A equacao (4.15) pode ser escrita também
na forma mais usual em um método de volumes finitos,

AplOp|™ + D Ax|0,]" = b, (4.16)

neN,
n#p

na qual, A, € o coeficiente central da equagao, associado ao n6 localizado
no interior do volume de controle, o qual retine contribui¢ées de todos
os elementos ao redor. Além disso, A, sdo os coeficientes associados aos
restantes nés no esténcil da equacao, que envolvem contribuicoes dos ter-
mos de fluxo. Finalmente, b, € o termo independente que, para a equagao
(4.16), inclui as duas parcelas do lado direito.

A figura 4.2 ilustra a estrutura da equacao (4.16), mediante um exem-
plo em uma malha bidimensional simples. As equagdes em malhas tri-
dimensionais apresentam exatamente a mesma estrutura, porém, geral-
mente com esténceis envolvendo maior quantidade de nés. Quando reu-
nidas as equagdes de todos os volumes de controle em uma malha, obtém-
se um sistema de equacdes, o qual pode ser expresso de forma geral como

A|O]" = b, (4.17)

onde A é a matriz de coeficientes, b é o vetor de termos independentes
e |®|™ o vetor de valores nodais da varidvel para o nivel de tempo t,,.
Conforme mostra a figura 4.2, as componentes da matriz e dos vetores
no sistema de equagdes estdo organizados segundo os indices globais que
identificam aos nés e volumes de controle na malha. Ap6s incluir a repre-
sentacdo discreta das condi¢des de contorno do problema sendo resolvido,
o sistema de equacdes permite determinar uma aproximacio do campo
associado a varidvel © no nivel de tempo #,,.

A solucdo transiente da equacgdo (4.2) pode ser obtida resolvendo uma
sequéncia de sistemas de equagdes, cada sistema associado a um nivel de
tempo discreto, mediante um procedimento de marcha [45]. Caso existam
nao-linearidades e/ou acoplamento com outras equagoes, podera ser ne-
cessdrio considerar um nivel iterativo adicional em cada nivel de tempo,
conforme explicado em (20, 45].
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Figura 4.2 — Estrutura da equacdo discretizada para um volume de controle
em uma malha simples.

4.3 Montagem do sistema de equacoes

A montagem dos sistemas de equacdes discretizadas pode ser sistemati-
zado a fim de tornar mais eficiente sua implementacdo computacional. A
seguir é descrito um dos procedimentos possiveis, com base na equac¢do
(4.15). O procedimento envolve duas etapas, uma relativa as contribuicdes
dos termos de fluxo e outra relacionada aos restantes termos.

Quanto aos termos de fluxo, sua representacdo na equacao (4.15) su-
gere um procedimento de montagem em que, para cada volume de con-
trole p, devem ser visitados os elementos e € %, as faces f € 7,7 e os nos
locais ¢ € A(¢. Entretanto, isto implica que um mesmo elemento deva ser
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visitado vérias vezes, dado que contribuird na formacao de varios volumes
de controle, possivelmente repetindo-se vdarios cdlculos de forma desne-
cessdria. Para a implementacdo computacional da montagem do sistema
de equacdes € mais vantajoso um procedimento em que, cada vez que um
elemento é visitado, todas as contribuicoes associadas a ele sejam calcula-
das e adicionadas em posicoes adequadas da matriz de coeficientes.

A figura 4.3 ilustra, de modo esquematico, a contribuicdo de um ele-
mento quadrilatero nos coeficientes das equacgdes discretizadas associa-
das aos quatro volumes de controle dos quais forma parte.> De acordo a
numeracdo global considerada no exemplo, o elemento contribui as equa-
¢des dos volumes ao redor dos nés 3, 6, 7 e 9, cujos coeficientes devem
estar localizados, respectivamente, nas linhas 3, 6, 7 e 9 da matriz de coe-
ficientes. Em cada uma dessas equacoes existirao coeficientes associados
aos valores nodais da varidvel no elemento em questao. Isto quer dizer que
havera contribuicdes nos coeficientes localizados nas colunas 3, 6, 7 e 9,
uma vez que os coeficientes nessas colunas multiplicam, respectivamente,
os valores nodais 05, ¢, ©¢ e ©¢.

E importante notar, no entanto, que as contribuicdes de um elemento
aos termos de fluxo provém, em realidade, de contribuicdes das faces no
interior do elemento. Conforme a figura 4.4 mostra esquematicamente,
uma face contribui nas equacdes dos dois volumes adjacentes. Essa situa-
¢do acontece tanto em elementos bidimensionais quanto tridimensionais,
pois uma face sempre separa dois volumes. Um algoritmo que percorra as
faces de um elemento para fazer a montagem dos coeficientes da matriz A
pode aproveitar essa caracteristica e atribuir diretamente o sinal correto as
contribuigoes. Esse sinal, que na equacao (4.15) esta dado pelo parametro
Of,p, serd sempre positivo para um dos volumes adjacentes a uma face e
negativo para o outro. Um algoritmo dessa natureza é esbocado a seguir:

1: para todos os elementos e e M

2 para todas as faces fe ¢

3 para todos os nds £ € A¢

4: C‘—(ﬁf‘?[—[l’hfaﬁzjm)Atm
5 Ans(f),g0) — Anp(f),g0) T €
6 Ank(f),g(0) < AnF(f),g0) — €

3 A situacdo é completamente equivalente para um elemento tridimensional, apenas com
maior nimero de volumes de controle e nés envolvidos.



DISCRETIZAGAO DE UMA EQUAGAO DE CONSERVAGAO 70

o 12

4 %

Sistema de equagdes discretizadas

o1
cH
° ° ° °
° ° ® . °
° ° ° o7 | —
° ° [ °
Ci

Figura 4.3 — Contribui¢des de um elemento no sistema de equacdes discre-
tizadas.

Neste algoritmo, assume-se que os valores dos fluxos de massa e dos
operadores af ;€ ﬁjﬁf , encontram-se disponiveis e com eles € calculada a
contribui¢do ¢ de uma face. Essa contribuicao é adicionada no coeficiente
Ang(f),g(0), correspondente ao né localizado atrds da face, e subtraida do
coeficiente Anp(y) g(¢), correspondente ao noé localizado a frente da face.
No contexto do algoritmo anterior, nB(f) e nF(f) sao funcdes que forne-
cem os indices globais dos nés (ou volumes de controle) atras e a frente
da face f, considerando sua orienta¢édo absoluta, conforme discutido na
secdo 3.4.2. Esses indices indicam a linha da matriz onde as contribuicoes
devem ser acrescidas ou subtraidas. J4 a localizacao da coluna na matriz é
dada pelo indice global do né considerado no ciclo sobre os nés locais do
elemento. Na notagdao empregada, esse indice é dado pela funcgao g(¢), que
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Figura 4.4 — Contribui¢oes de uma face na matriz de coeficientes.

deve extrair essa informacao da defini¢do da conectividade dos elementos
da malha.

Para concluir a montagem do sistema de equacdes discretizadas, resta
ainda acrescentar as contribuicdes do termo fonte e do termo temporal.
Para tanto é necessdrio realizar um ciclo percorrendo todos os n6s da ma-
lha, uma vez que essas contribuicdes dependem apenas de grandezas re-
lativas aos nds ou aos volumes de controle associados, como mostra a
equacdo (4.15). O ciclo pode ser implementado como esbocado a seguir:

1: para todos os ndés peM

2 Ag(p)gp) — Agprgp) + leJ’” 5
3 bg(p) — bg(p) + [Mp " 1O,]""1 + |4, ™AV, Aty
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4.4 Inclusao de condicoes de contorno

A fim de completar a especificacao da formulacdo numérica para um pro-
blema fisico, a condicdo inicial e as condicdes de contorno devem ser in-
cluidas no sistema de equacdes discretizadas. A condicao inicial para um
problema transiente descrito por uma equacao como a (4.1) consiste na
distribuicdo espacial da varidvel em ¢y, a qual é utilizada no primeiro in-
tervalo de tempo para aproximar a derivada temporal em cada volume de
controle. Naimposicdo das condi¢gdes de contorno, a seguir serdo descritos
sucintamente os procedimentos adotados em duas situacdes possiveis.

4.4.1 Condicao de fluxo prescrito

A situagdo em que o valor do fluxo que atravessa uma fronteira é conhe-
cido, ou pode ser determinado em funcao de valores conhecidos, é a mais
simples do ponto de vista operacional. A equacao semidiscretizada corres-
pondente a um volume de controle adjacente a uma fronteira desse tipo
adquire a forma

a_f(Mpép) + Z Z Z O'ﬁpl’)"lfa;ééf + Z Z Loy =

ecE, fefpe lene beebE, bfeh}—be
p

Z Z Z Uﬁpﬁf‘fféff + 1 AV,

e€L) fefe len®

(4.18)

que é a mesma equagdo correspondente a um volume interno,* exceto
pela inclusao do termo correspondente ao fluxo na por¢ao da superficie de
controle coincidente com a fronteira. Nesse termo, 'y € o fluxo total, isto
é, o fluxo envolvendo adveccao e difusdo, através de uma face de contorno
bf. Em concordancia com a convengao anteriormente estabelecida, I's
é positivo quando abandona o volume de controle. A inclusdo de fluxos
dessa natureza no sistema de equacgoes discretizadas, pode ser realizado
com o seguinte procedimento simples:

1: para todos os elementos de contorno Pe € gfluxo
2: para todas as faces de contorno f €%
3: an(bf) — an(bf) - be

4 Compare-se, por exemplo, com a equagao (4.12).
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No procedimento esbocado, percorrem-se todos os elementos de con-
torno sobre a fronteira em questdo (B81'x°), visitando-se em cada um deles
todas faces de contorno incluidas. Como se considera que o fluxo pres-
crito I'yr independe das incognitas, ele € acrescido no termo independente
da equacdo correspondente, com sinal negativo.® O indice do volume de
controle associado a face de contorno é dado pela funcdo nC(%f), que deve
extrair essa informacao a partir da conectividade da malha de contorno.

Em certas situacoes, o termo de fluxo através da fronteira na equacao
(4.18) pode ser modelado como sendo proporcional a diferenca entre o
valor nodal da varidvel e um valor de referéncia conhecido. Ou seja,®

DD Ty =C(6,-0n), (4.19)

bp b b,
ee Zp bfebfp e

em que C), seria a condutancia da porgdo de fronteira associada ao volume.
Esse tipo de condicdo pode ser facilmente implementada por um procedi-
mento da forma seguinte:

1: para todos os néds p € BeoW

2: Ag(p)g(p) ‘_Ag(p),_g(p) + Cp
3: bg(p) < bg(p) + CpOres

Desta vez apenas € necessdrio percorrer os nds sobre a fronteira em
questdo (B°°™), uma vez que todos os parametros necessarios sao referen-
tes aos nds ou aos volumes de controle associados.

4.4.2 Condicao de Dirichlet

Existem descritas na literatura diversas técnicas para impor condicoes de
Dirichlet em formula¢6es numéricas com noés localizados nos vértices da
malha. Uma particularidade deste tipo de malha é a existéncia de nés
sobre as fronteiras do dominio, como ilustra a figura 2.22. Uma vez que em
uma condic¢do de Dirichlet valores da varidvel da equacao sao conhecidos
em uma fronteira, os valores nodais em nés localizados sobre essa fonteira
deixam de ser incégnitas do problema discreto.

5 O sinal negativo provém da transposi¢do do termo de fluxo na fronteira ao lado direito
da equacao.

6 O fluxo proveniente de pogos, em reservatérios de petroleo, é normalmente modelado
por uma expressao desse tipo.
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Uma das formas usuais para incluir uma condi¢do de Dirichlet no
sistema de equacoes é o denominado método da penalidade [84], o qual
visa evitar a alteraracdo da estrutura do sistema de equacoes resultante da
montagem previamente descrita. Operacionalmente, esse método equi-
vale a impor uma condicao de fluxo da forma dada na equacdo (4.19) com
um valor da condutéancia varias ordens de grandeza maior que os restantes
coeficientes da equacgdo e um valor de referéncia igual ao valor prescrito.
Como efeito dessa operagao, o valor nodal depois de resolvido o sistema de
equacoes se aproxima do valor estipulado na condi¢do de Dirichlet. Outra
técnica comum € a substituicdo das equacdes discretizadas dos volumes
adjacentes as fronteiras com condic¢ao de Dirichlet por equacdes da forma
(:),, = Opirichlet, €M que o valor nodal correspondente é diretamente igua-
lado ao valor prescrito na condi¢cdo. Para tanto é necessdrio alterar todos
os coeficientes e o termo independente das equacdes associadas a esses
volumes.

Uma técnica alternativa, utilizada nas implementacées computacio-
nais realizadas neste trabalho,” é a eliminacdo das equacoes discretizadas
correspondentes aos volumes adjacentes a uma fronteira com condic¢éo de
Dirichlet. O procedimento estd ilustrado mediante um exemplo na figura
4.5. Nele, os coeficientes das linhas e colunas cujos indices coincidem com
os indices dos n6s com condic¢ado de Dirichlet sdao eliminados da matriz. De
forma similar, no vetor de incégnitas e no vetor de termos independentes
sdo retiradas as componentes com os mesmos indices. Dessa forma, as
equacoes completas dos volumes associados a esses nés estdo sendo eli-
minadas do sistema de equagdes. Os coeficientes eliminados nas colunas
da matriz, que no sistema original multiplicavam os valores nodais nos
nés com condic¢ao de Dirichlet, devem ser multiplicados pelos respectivos
valores prescritos e subtraidos dos termos independentes, a fim de ndo
alterar as equacoes discretizadas remanentes. Como resultado desse pro-
cesso, obtém-se um sistema de equacdes reduzido, cujas incégnitas sdao
apenas valores nodais de nds internos e de nés localizados em fronteiras
com outro tipo de condicao, como mostra a figura 4.5.

7 A escolha dessa técnica estd relacionada com a utilizagdo do método multigrid de
correcoes aditivas [39], considerada neste trabalho para resolver os sistemas de equagoes re-
sultantes da discretizacdo. Observou-se que as alteracdes na matriz de coeficientes realizadas
com as outras técnicas deterioram o desempenho desse método.
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Figura 4.5 — Reducdo do sistema de equacdes pela imposi¢do de uma con-
dicdo de Dirichlet.
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Uma das principais vantagens dessa prética é que o sistema de equa-
¢oes a ser resolvido é menor que o original. Entretanto, dado que geral-
mente deve ser utilizado algum esquema de armazenamento compacto
para matrizes esparsas [71], alteragdes na estrutura da matriz de coeficien-
tes podem ser muito complexas e demandar um tempo de computagao
adicional considerével. A fim de evitar essas dificuldades, na implementa-
caorealizada neste trabalho efetua-se ja de inicio a montagem da matriz de
coeficientes reduzida, introduzindo algumas modificagdes no algoritmo
de montagem esboc¢ado na secdo 4.3.

E importante notar que embora sejam eliminadas do sistema de equa-
¢oes, as equacoes de conservagao dos volumes adjacentes a fronteiras com
condicdo de Dirichlet continuam sendo vélidas. Essas equacoes podem ser
empregadas para determinar os fluxos totais que atravessam essas frontei-
ras, ap0s ser resolvido o sistema de equacodes e estarem disponiveis todos
os valores nodais da variavel incégnita. Nessa situacdo, o termo  , be Loy
torna-se a incégnita da equacao (4.18) associada a todos os volumes con-
tiguos a fronteiras com condi¢do de Dirichlet. Consequentemente, essa
equacdo pode ser utilizada para determinar o valor dessa incégnita a pos-
teriori. Dessa forma, a conservagdo da grandeza © é sastisfeita mesmo
nos volumes de controle cujas equagoes foram eliminadas do sistema de
equacaoes.



CAPITULO

Aplicacao a um modelo de
escoamento em reservatorios

5.1 Modelo de escoamento bifasico

Para aplicacdo da formulagdo numérica desenvolvida a simulacgao tridi-
mensional de reservatérios de petréleo, optou-se por um modelo de es-
coamento bifdsico imiscivel. Este modelo permite desacoplar de forma
simples as equagdes discretizadas, facilitando desse modo a sua solu¢do
por meio de um método segregado. Quanto ao tratamento dos aspec-
tos geométricos da discretizagdo, que é o foco da formulacdo apresen-
tada neste trabalho, modelos de escoamento mais sofisticados requere-
rdo, em geral, uma abordagem idéntica a mostrada aqui para o modelo
bifasico. Entretanto, aspectos intrinsecos a modelagem fisica introduzem
acoplamentos e ndo-linearidades adicionais, os quais tornam a descri¢ao
da discretizagdo mais complexa, porem, sem agregar aspectos novos, pelo
menos do ponto de vista geométrico. E importante notar, contudo, que o
método de discretizagdo apresentado é totalmente apto para ser aplicado
amodelos de escoamento mais complexos.

77
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Uma das equacdes fundamentais em qualquer modelo macroscépico
de escoamento em reservatorios é a expressdo matemadtica da lei de Darcy.
A forma comumente adotada para escoamento multifasico é [3]

v, = -A,K(VP-p,g), y=w,o. (5.1)

Nesta expressdo, vy, A, € py s@0, respectivamente, a velocidade média
ou velocidade de Darcy, a mobilidade e a densidade, associadas a fase
genérica y. No modelo considerado, as duas fases sao identificadas como
dgua (w) e 6leo (o). Ainda na equacdo (5.1), VP é o gradiente da pressdo e
g é a aceleracdo devida a gravidade. Considera-se uma pressao tinica pois
assume-se que a influéncia da pressao capilar na escala considerada nas
simulacgdes é pouco significativa. Por fim, K é o tensor permeabilidade. A
metodologia adotada neste trabalho é apta para lidar de forma consistente
com tensores simétricos completos, isto é,

Kx ny Kz
K=|K, K, K.|, (5.2)
K. Kyz K;.

em que todas as componentes podem ser ndo-nulas.
Do ponto de vista da discretizacao, é vantajoso expressar a aceleragao
da gravidade como o gradiente de um potencial escalar G, dado por

G =gxx +8yy + 82, (5.3)

em que gx, gy € g 530 as componentes cartesianas do vetor g, enquanto
que, como é habitual, x, y e z sdo as coordenadas cartesianas de um dado
ponto. A partir da definicdao em (5.3) é trivial mostrar que g = VG, com o
qual, a equacao (5.1) transforma-se em

v, = =A,K(VP - p,VG), Yy =w,o. (5.4)

A mobilidade que figura nas equacdes (5.1) e (5.4) é definida por
k

Ay =L, y=wo. (5.5)

My

onde k,y e U, sdo, respectivamente, a permeabilidade relativa e a viscosi-

dade da fase. A permeabilidade relativa é usualmente dada na forma de
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uma curva, que descreve sua dependéncia em relacao a saturacdo de uma
das fases. Note-se que a definicao da mobilidade na equacao (5.5) difere
da usual [3, 60] por nao incluir a permeabilidade absoluta, a qual, ao ser
considerada aqui um tensor completo, é escrita de forma independiente
da mobilidade.

A outra equacio essencial em um modelo de escoamento multifdsico
é a equacdo de balanco de massa. Assume-se aqui que cada fase é in-
compressivel e estd formada por um tinico componente, logo a equagédo
de conservacdo pode ser escrita, para cada fase, na forma [60]

(¢sy)

En +V.v, =0, r=w,o. (5.6)

Nesta equacdo, s, € a saturacdo da fase, isto ¢, a fragdo do volume
poroso ocupada pela referida fase. Além do mais, ¢ é a porosidade do
meio, ou seja, a fragdo do um volume representativo do meio poroso nao
ocupada pela matriz sélida.!

O modelo é completado pela denominada equacéo de restricao volu-

métrica
Sw+ S0 =1, 5.7

a qual é consequéncia da hipétese que as duas fases consideradas ocupam
todo o espaco poroso disponivel.

As equacoes diferenciais do modelo de escoamento bifdsico, escri-
tas acima, podem ser combinadas algebricamente para dar origem a um
conjunto de equacdes equivalente. Para o caso considerado, em que as
fases possuem densidade constante, essas equacdes alternativas adquirem
uma forma simples que facilita, em alguma medida, o processo de discre-
tizagdo. Assim, por exemplo, a combinacdo das equacdes (5.6) e (5.7) da
origem a equacao de balanco global

Vv, =0, (5.8)

na qual, v; é a denominada velocidade total [60], a qual é definida como a
soma das velocidades das duas fases consideradas, isto é,

Vv, = vy + V. (5.9)

1 Posteriormente, 0 escoamento entre o reservatorio e os pogos nele contidos serd intro-
duzido como condicoes de contorno para a equacao (5.6).
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Uma expressdo relacionando a velocidade total com o gradiente de
pressdo pode ser obtida somando-se as duas instancias da equagao (5.4),
correspondentes as duas fases consideradas no modelo. Dessa forma chega-
se arelacao

r = —A;K(VP - p,,VG), (5.10)

Nesta expressao foram introduzidas duas novas propriedades. A pri-
meira é denominada mobilidade total, definida por

Ap = du + Ao (5.11)

A outra propriedade é a densidade média ponderada pela mobilidade,
definida pela expressao
Aw Pw+ Ao Po
Aw+ Ao

Oy (5.12)
A substituicdo da equacdo (5.10) no balanco global, dado na equacéao
(5.8), origina a equacao diferencial da pressao,

~V-(2,KVP) +V - (p,A,KVG) = 0. (5.13)

A fim de completar a forma alternativa do modelo de escoamento bi-
fasico é usual considerar a equacao de conservacao da fase dgua, expressa
em funcao da velocidade total anteriormente definida. Essa forma especi-
fica, conhecida como forma de Buckley-Leverett da equagao da saturacdo
[60], pode ser obtida combinando as equacodes (5.4) e (5.6), expressas para
a fase dgua, com a equacao (5.10). Seguindo esse procedimento, chega-se
aequacao

a(¢s)

o + V- (Fyvy) + V- (TuoApwoKVG) = 0. (5.14)

Por conveniéncia, nesta equacao a saturacdo da fase d4gua denotou-se

simplesmente como s. Por outro lado, F,, é a denominada funcao fluxo
fraciondrio [60] para a fase 4gua, definida pela razdo de mobilidades

F, = —. (5.15)

De forma similar, 1, € uma funcdo também dependente das mobili-
dades das fases, dada por
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(5.16)

No modelo bifasico considerado, as mobilidades sao funcoes apenas
da saturacdo de uma das fases, via as permeabilidades relativas. Conse-
quentemente, F, e 1, sdo também func¢des apenas da saturacdo, uma
vez que sdo dadas por combinacdes das mobilidades.

Por fim, na equacao (5.14), Ap,, simboliza a diferenca entre as densi-
dades das duas fases, isto é,

APwo = Pw — Po - (5.17)

Para fins do processo de discretizacdo posterior, é conveniente ex-
pressar as equacdes de conservacao apresentadas na sua forma integral
equivalente. Para a equacao da pressao, tem-se

—J 2, KVP - dS +J ¢, KVG -dS =0, (5.18)
S S

onde, a fim de simplificar a expressao, foi introduzido o coeficiente ¢,
dado por
Sr = Pyrr = Pwlrew+ Polo. (5.19)

Finalmente, a forma integral da equacdo da saturacdo considerada é

]
a—f psdV +J Fyv, - dS +J Yo ApwoKVG - dS = 0. (5.20)
t vV S S

5.2 Discretizacao do modelo

Nesta secao é descrita a discretizacdo das equacoes do modelo matematico
para escoamento bifasico, aplicando os conceitos e procedimentos apre-
sentados nos capitulos precedentes. Considera-se que o dominio de so-
lucdo é um reservatorio tridimensional, discretizado por uma malha nio-
estruturada formada, no caso mais geral, pelos quatro tipos de elementos
descritos no capitulo 2.

As duas variaveis fundamentais do modelo bif4sico considerado sdo a
pressdo e a saturacdo. Embora ambas as varidveis estejam presentes nas
duas equacgdes de conservacdo, na forma apresentada na secdo anterior,



APLICAGAO A UM MODELO DE ESCOAMENTO EM RESERVATORIOS 82

cada equacdo possui uma varidvel dominante. Gracas a essa caracteristica,
na discretizacao dessas equacoes, é possivel desacopld-las mediante uma
escolha apropriada do nivel de tempo em que cada equacao é aproximada.
Dessa forma, torna-se possivel a utilizacao de um esquema de solucao se-
gregado para a obtencao da evolucado temporal das varidveis no problema
em questdo, que é o objetivo da simulac3o.

5.2.1 Equacao da pressao

A aproximacdo numérica das integrais na equacdo da pressdo, na forma
dada pela equacao (5.18), da origem a expressdo discreta

= 0 (A KVP); - A8y + D 05, (¢,KVG); - AS; = 0. (5.2D)
S feh

A forma fechada da equacao é obtida apé6s introduzir a aproximacao
dos fluxos difusivos em funcao dos valores nodais das varidveis, dada de
forma genérica pela equacao (4.10). Fica evidente agora a conveniéncia de
representar a aceleracdo da gravidade como o gradiente do potencial G,
pois ambos os termos da equacao (5.21) podem ser aproximados empre-
gando os mesmos operadores.

A fim de facilitar a escrita das equacdes, e também simplificar sua
implementacao, é conveniente definir os fluxos parciais

w, = (KVG); - AS; ~ Y B, GE, (5.22)
lene

que independem do tempo e, portanto, podem ser calculados uma tinica
vez no inicio do processo. Apés introduzir essa definicao na equagdo (5.21),
além de aproximacoes locais dos fluxos dependentes do gradiente de pres-
sdo, chega-se a

S IDIDICHCHITARS 3 2N CH I ACED
€€, fe};f lene €€, fe};f

Embora a equacao da pressdo nao possua um termo temporal como
a equacdo da saturacao, certamente os coeficientes (lT)f e (gT)f variam
com o tempo, pois eles dependem da saturacdo. Consequentemente, para
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completar a aproximagao numeérica, a equacao (5.22) deve ser associada a
um nivel discreto de tempo, como feito a seguir

=SS o [0 BB +

e€L, fe};f[em["
m
PIDIC [EAA R

ecEy fef;

(5.24)

Supondo que no nivel de tempo ¢, estiver disponivel uma aproxima-
¢ao do campo de saturacdo, valores de (AT)f e (gT)f poderao ser calcula-
dos nesse nivel de tempo e, portanto, as Ginicas incégnitas restantes na
equacao (5.24) serao os valores nodais da pressdo. Essa é, precisamente,
a abordagem considerada em um algoritmo de solu¢do sequencial para a
obtenc¢do da evolucao temporal do escoamento. Nessa situacdo, o proce-
dimento de montagem do sistema de equacdes apresentado na se¢ao 4.3
pode ser empregado sem qualquer altera¢do, dando lugar ao sistema

A|P|" = b, (5.25)

cuja solucao deve fornecer uma aproximacao discreta do campo de pres-
sdo no nivel de tempo t,,.

5.2.2 Equacao da saturacao

Na equacao integral da saturacdo podem ser empregadas aproximacoes
numéricas semelhantes as consideradas na discretizacdo da equagdo da
pressdo. Entretanto, como essa equac¢ao possui uma derivada temporal, é
necessario considerar também uma integracdo no tempo, como mostrado
na expressdo a seguir, obtida a partir da equacao (5.20)

Pp AVp Sp

Lt [
i:ﬂ + f Zaf'l’(vaT)f'Asf dt
f

m fE_Tp
- (5.26)

Lmt1
+ f > 075 (Tuwo APuoKVG); - ASy | dt = 0.
tm L fex

Diferentemente do exemplo considerado na sec¢ao 4.2.3, desta vez os
fluxos serdo aproximados no nivel de tempo inicial do intervalo, t,,. Isto
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caracteriza uma aproximacao explicita [20, 45], cuja estabilidade é con-
dicional, conforme se vera mais adiante. Procedendo da forma indicada,
obtém-se

Pp AV, 15,175 = 9y AV, 151" + Atsr Y 07| (Fuvy);| - Ay
ez,

m
+ Atpi1 Y 07| (Tuo AP KVG); | - A8y = 0.
fes

(5.27)

Neste ponto é conveniente definir a vazdo volumétrica total em uma
face, originada na velocidade total v;. Isto &,

q; = (VT)f - ASy. (5.28)

Os valores das vazoes totais no nivel de tempo ¢, podem ser determi-
nados, apds resolver o sistema de equagdes da pressao, mediante a expres-
sao

m m
g™ = =[] D BB + (] G29)
len®

Esta ultima expressao é obtida substituindo a equacgdo (5.10) na defi-
nicao dada em (5.28) e depois aplicando as mesmas aproximag¢des numé-
ricas consideradas na discretizacdo da equagdo da pressio.?

Introduzindo na equacao (5.27) as vazoes definidas nas equacoes (5.22)
e (5.28), obtém-se

m
Pp AV,15, 1™ = oy A5, 1™ + Atiir 3 07| 4, (Fu)y]
s

m
+ Aty Z Ofp {(Two)fJ APuwo wr = 0.
fes

(5.30)

Arigor, a inica incégnita nesta tltima equacao é o valor nodal | §, ] ™1,
pois, dado que foi considerada uma aproximacao explicita, os valores de
todos os restantes termos devem encontrar-se disponiveis ou podem ser
determinados mediante esquemas de interpolacdo espacial apropriados.
Logo, a equacao (5.30) pode ser empregada como equagao evolutiva para

2 A forma discretizada da equagdo da pressdo pode ser escrita alternativamente como
3 fes, Ofpdr = 0, a qual é uma aproximacao discreta da equagao (5.8), que é precisamente a
equacao que deu origem a equacao diferencial da pressao.
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a saturacgdo, pois permite determinar os valores nodais dessa varidvel em
um novo instante de tempo sem ser necessario resolver um sistema simul-
taneo de equagdes. Para tanto, pode ser conveniente rearranjar a equagao
na forma

[gpjm—#l — [gpjm

Atm+1 { Z Z Ufﬁ({qf (Fw)fJ {(Two)mepro “)f)} (5.31)

(S fefﬁ

5.2.3 Esquemas de interpolacao espacial

Para que a discretizacdo das equacdes do modelo de escoamento esteja
completa, devem ser especificados ainda esquemas de interpolacdo a ser
empregados para determinar valores de grandezas nas faces dos volumes
de controle.

Na equacdo (5.24) sdo necessdrios valores de A, e ¢, ambas as pro-
priedades dependentes da saturacdo. Em geral, a escolha do esquema de
interpolacdo para essas propriedades ndo tem consequéncias negativas
sobre a estabilidade do método, dada a natureza eliptica da equacdo da
pressao [66, 80]. Conforme sugerido em [80], um esquema de segunda or-
dem é uma escolha adequada nesse caso, pois reduz em alguma medida o
efeito de orientacao de malha [37]. No contexto de um método de volumes
finitos baseado em elementos isso é conseguido realizando a interpolacao
via fung¢des de forma, ou seja,

(Ap)p ~ D Nyp (An)g, (5.32)
lene

(cr)f ~ DN (25 (5.33)
lene

onde N, ; € uma notacao reduzida para N¢(E¢, 74, {f), isto €, os valores das
funcdes de forma avaliadas nos baricentros das faces.

A interpolacgado das propriedades para a equacdo da saturagdo requer
um maior cuidado. Uma vez que se trata de uma equacao hiperbdlica
[60], se os coeficientes oriundos da discretizacao nao satisfizerem crité-
rios de positividade, valores nio fisicos e/ou oscilacdes poderao surgir nas
solu¢des numéricas obtidas [69]. O esquema mais simples que atende
esses critérios é o esquema upwind de um ponto (SPU) [41], cuja forma



APLICAGAO A UM MODELO DE ESCOAMENTO EM RESERVATORIOS 86

adaptada as malhas néo-estruturadas foi descrita na secdo 3.6. Para a
funcao fluxo fraciondrio, a forma correspondente a esse esquema é

(Fu)nps)  se g, > 0,

Fy): = .
( W)f (Fw)nF(f) se qf <0,

(5.34)

na qual o valor nodal a montante é determinado analisando o sinal da
vazdo total na face, qp- Dado que F,, é uma funcdo nao-linear da varidvel
da equacdo, a rigor, na equacdo (5.34) deveria ser analisado o sinal do
produto da derivada dF,, /ds pela vazao qf.3 Contudo, como essa derivada
é positiva em todo o intervalo de variacdo da saturagdo, ela ndo altera o
critério considerado para selecionar o valor nodal a montante.

Afuncdo 1,,,, entretanto, € uma funcao ndo-monotonica, como ilustra
a figura 5.1 para um caso tipico. A derivada dY,,,/ds apresenta, portanto,
uma mudanca de sinal no intervalo de variacdao da saturacdo. Isto indica
que é imprescindivel a consideracdo do sinal dessa derivada na determi-
na¢dao do n6é a montante para a interpolacao de Y,,. Para tanto, uma
aproximacdo numérica do valor da derivada na face é suficiente, como
mostrado nas expressoes seguintes

('ero)nB(f) se Afcuf >0,

(Ywo)i = . (5.35)
wo's (Two)np(f) se Ay on <0,
onde
T — (T,
Ay = sgn Apy, - sgn ( WO)VHB(f) E wo (/) R (5.36)
SnB(f) ~ SnF(f)
em que a func¢do sinal estd definida por
1 sex >0,
sgnx = 0 sex =0, (5.37)
-1 sex <0.

3 Segundo a teoria das equagdes hiperbdlicas ndo-lineares [44], a solu¢do da equagdo
da saturagdo, em auséncia do termo da gravidade, pode ser considerada como uma su-
perposicdo de ondas se deslocando com velocidade (dF,/ds)v,. Na situagdo oposta, se o
termo V - (F,v;) fosse nulo na equagédo (5.14), a velocidade de propagacéo seria dada por
(dYwo/ds) Apwo KVG. A fim de garantir a positividade dos coeficientes, essas duas situacoes
extremas sdo consideradas na interpolacdo upwind nos respectivos termos da equacao da
saturacao.
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Por questdo de generalidade, o sinal de Ap,, foi também incluido
porque, dependendo dos valores das densidades das fases, essa diferenca
pode ser positiva ou negativa.

Fungio Fiy DerivadadF,, /ds

0.8
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0.4

1
02 @

() 0
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3 Fungio T .
gx10° a0 “wo Derivada dY,/ds
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Figura 5.1 — Variacao tipica das funcdes dependentes da saturagdo e suas
derivadas.

5.3 Algoritmo de solucao

A abordagem considerada na secao 5.2 para a aproximacdo temporal é
normalmente empregada a fim de desacoplar parcialmente as equacoes
discretizadas e poder utilizar o algoritmo IMPES* [3, 49]. Neste algoritmo
sdo resolvidas de forma sucessiva as equacoes da pressdo e da saturagao
para avancar no tempo essas duas varidveis de modo segregado. Trata-se
de um dos algoritmos mais simples para o tipo de modelo considerado,
contudo, sua estabilidade é condicionada ao uso de passos de tempo que
satisfacam o denominado critério CFL [11].

4 Implicit pressure-explicit saturation.
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O critério de estabilidade para o algoritmo IMPES € geralmente muito
restritivo, e na préatica isso provoca que os tempos de computacao crescam
de forma exagerada, especialmente quando se consideram malhas com
algum tipo de refino. Uma das alternativas para remediar esse problema
seria considerar uma aproximacao implicita dos fluxos, o qual daria lugar a
um sistema de equacgdes nao-lineares em que pressao e saturacao estariam
fortemente acopladas. Nessa situacao o passo de tempo estaria condi-
cionado apenas pelas ndo-linearidades e pela precisdo, no entanto, seria
necessdria a utilizacdo de métodos de solucdo de sistemas de equagdes
ndo-lineares, como o método de Newton-Raphson, por exemplo.

A fim de reduzir os tempos de computacdo utilizando o algoritmo
IMPES, neste trabalho foi considerada uma variante em que uma estra-
tégia de passos de tempo diferenciados é empregada a fim de acelerar a
execucao dos processos de solucao transiente. A variante considerada foi
estudada previamente [9, 36], concluindo-se que reducdes significativas
no tempo de computacdo podem ser obtidas com essa estratégia, sem
introduzir um erro numérico adicional importante. Os passos principais
do algoritmo sdo descritos a seguir.

De forma prévia ao inicio de processo de avan¢o no tempo, os valores
dos parametros que independem do tempo sao computados. Entre esses
pardmetros encontram-se, por exemplo, os operadores ﬁ]f, definidos na
equacdo (4.9), e os fluxos relativos a gravidade, @y, definidos na equacao
(5.22). Para iniciar o processo iterativo, os valores nodais da saturacdo sao
inicializados com valores correspondentes a condi¢do inicial prescrita para
o problema.

Na figura 5.2 estao representadas de forma esquematica as operacgdes
fundamentais do algoritmo, em um dado nivel de tempo durante o pro-
cesso de avanco no tempo. No nivel de tempo m, valores nodais do campo
de saturacdo devem estar disponiveis, provenientes do nivel de tempo an-
terior ou da condigao inicial do problema. Com esses valores de saturacao,
valores nodais de A, e ¢; sdo computados em todos os nés da malha, a
partir das propriedades especificadas para os fluidos e das curvas de per-
meabilidade relativa. Em seguida, utilizando o esquema de interpolacao
escolhido, sdo determinados valores de A e ¢, nas faces dos volumes de
controle, necessarios para construir as equacoes discretizadas da pressao.
Ap6s realizada a montagem do sistema de equacdes da pressao e incluidas
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as condigdes de contorno e as condigoes de operacdo dos po¢os,® uma
aproximacao discreta do campo € obtida no nivel de tempo m, resolvendo
para tanto o referido sistema de equacodes. Esse é o passo 1 representado
esquematicamente na figura 5.2.

Montagem e solugdo do
sistema de equagdes da pressao

|B|™m Computo das vazdes nas faces

A
. Carm ;
2 I 1 bud >
(51"
LB
qum
m+n t

A

3 - — >
m+1Jm+2 m+3
Jm+1 m+3 lg,Jern
m

Avango explicito
da saturagido
(n vezes)

v

Passo de tempo {
para a saturagdo

Passo de tempo para a pressao
Figura 5.2 — Variante do algoritmo IMPES, com escalas de tempo diferentes

para pressao e saturagao.

Os valores nodais da pressdo obtidos, junto com os valores de A, e ¢,
interpolados nas faces, permitem determinar as vazoes totais gy para todas

5 Arepresentagdo dos pogos nas equagdes discretizadas é descrita na se¢do seguinte.
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as faces internas da malha, utilizando para tanto a equacao (5.29). Esse é o
passo 2 na figura 5.2.

Ap6s calcular as vazdes nas faces, os valores nodais da saturacao no
préximo nivel de tempo podem ser calculados mediante a equagdo (5.31).
Na forma convencional do algoritmo IMPES, seguidamente se retornaria
ao passo 1, para determinar um novo campo de pressdo. Entretanto, na
variante apresentada aqui, repete-se o avanc¢o temporal da saturagao certo
ndamero de vezes, com 0s mesmos valores das vazdes gy, antes de atualizar
o campo de pressao novamente. Essa prdtica, ilustrada no passo 3 da
figura 5.2, implica que a evolugdo temporal da pressao e da saturacao é
determinada com escalas de tempo diferentes. O passo de tempo para a
saturacao é sempre menor, porque deve satisfazer a restricao imposta pelo
critério CFL, a fim de garantir a estabilidade. Por outro lado, o intervalo
de atualizacao do campo de pressdo é incrementado o mais possivel com
o intuito de reduzir o tempo de computacao, pois a montagem e a solugao
do sistema de equacgdes da pressao sao as operacdes mais custosas de todo
0 processo.

Para completar a descricao do algoritmo de solugao, resta especificar
um esquema automadtico para gerenciar o passo de tempo para a atualiza-
¢do da pressdo e, consequentemente, das vazoes nas faces. Um esquema
adequado deve estipular passos de tempo em que a variacao das vazoes
seja uniforme ao longo da simulacdo. Isto é, estipular passos de tempo
maiores quando as vazdes variarem pouco em todo o dominio e passos
progressivamente menores quando as vazdes comecarem a variar forte-
mente em alguma regido. A razdo para associar o tamanho do passo de
tempo a variacdo das vazoes nas faces é dbvia pois, no algoritmo descrito,
os valores dessas vazdes sao mantidos constantes em cada um desses in-
tervalos de tempo.

Na implementacao realizada, o passo de tempo para a pressao é de-
terminado pela expressao

AD
Agmin = pggm BQum (5.38)

[AQmax]™
em que Az)"*" é 0 novo passo de tempo, equivalente a n passos de tempo

da saturacgao, determinado com base no passo anterior, Az}". Além disso,
| AQmax)™ é um parametro normalizado, indicador da maxima variacdo
das vazdes em toda a malha durante o intervalo de tempo A¢}". Por fim,
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AQagm € o valor estipulado para essa variacdo, isto ¢, o valor alvo que o

esquema deve manter aproximadamente uniforme durante a simulacao.
O parametro associado a variacdo mdaxima das vazdes no intervalo

At} é computado com base nos volumes de controle, mediante a relacdo

[A Jm _ Zfefp [qum_[qum—l (5 39)
Qmax = %16%{)( ¢p AVp ) .

na qual, como indicado, é necesséario percorrer todos os volumes de con-
trole da malha M a fim de determinar o valor méximo da expressao entre
parénteses. Nessa expressio, [qu’"*’ é o valor de uma vazdo no nivel de
tempo imediatamente anterior a t,,, na escala de tempo da pressdo. E im-
portante notar que na equacio (5.38), | AQmax)™ é um valor normalizado
do parametro definido na equagao (5.39). O fator de normalizacéo é o valor
do préprio parametro no primeiro intervalo de tempo do processo de so-
lucdo, assumindo-se que em ¢ = 0 todas as vazodes sao nulas. Experimentos
numéricos indicam que valores de A@adm na ordem de 10~2 conduzem a
solucdes transientes sem aprecidvel erro que possa ser atribuido a variante
no algoritmo e com significativamente menor tempo de computacdo que
usando o algoritmo IMPES convencional.

5.4 Representacao discreta dos pocos

Dado que, em geral, o maior interesse em uma simulacdo numérica esta
focalizado no escoamento na vizinhanca dos pocos, é de fundamental im-
portancia considerar uma representacao acurada da trajetéria dos pocos.
Diferentemente de outras caracteristicas geométricas do reservatorio, das
quais geralmente s6 existem descricoes aproximadas, as trajetérias dos
pocos sdo conhecidas com suficiente precisdo e podem incluidas de forma
detalhada em um modelo numérico. E precisamente na representacao dis-
creta dos pocos que mais se pode aproveitar a flexibilidade geométrica das
malhas ndo-estruturadas, especialmente quando os pocos sao direcionais
ou multilaterais.

A figura 5.3 ilustra, de modo esquemadtico, a abordagem considerada
neste trabalho para a representacdo dos pocos no modelo numérico. Nela,
0 poco estd constituido por uma sequéncia de elementos unidimensionais,
os quais devem coincidir com arestas da malha volumétrica que representa
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Figura 5.3 — Representacao discreta de um poco.

o reservatoério. Dessa forma garante-se que nds da malha, onde serdo de-
terminados valores das varidveis relevantes do problema, estejam localiza-
dos sobre a trajetéria do poco. Note-se, entretanto, que na representagao
discreta nao é considerado o raio real do poco, pois o pogo é reduzido a
uma linha. A informacao do raio é considerada no chamado modelo de
pogo, introduzido para aproximar a relacao entre a vazao que atravessa a
superficie de uma por¢do do poco e os valores nodais de pressdo de pogo e
reservatério.® A malha volumétrica na vizinhanca do poco pode ser gerada

6 0 modelo de pogo empregado é descrito na se¢do 5.5.
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com geometria cilindrica, a qual pode capturar com mais fidelidade a es-
trutura predominantemente radial do escoamento nessa regido [21]. Essa
abordagem é uma extensdo tridimensional das malhas polares em torno
dos pogos, utilizadas em alguns modelos areais de reservatérios [27, 65].

Duas condig¢des de operagao dos pogos sdo as mais comuns em pro-
blemas de reservatérios, em relacao as grandezas estipuladas como dados
de entrada [3]. Em uma delas é conhecida a pressao em alguma se¢do de
referéncia no interior do poc¢o, enquanto que na outra é estipulada a vazao
total que escoa do reservatdrio para o pogo ou vice-versa. A inclusao das
condicoes de operacao dos pogos na formulacdo requer, em geral, algum
tipo de modelagem do escoamento no interior do pogo, a fim de determi-
nar a variacao da pressdo na interface entre poco e reservatério. A modo de
exemplo, a seguir é descrito o procedimento considerando que a pressdo
no interior do poco tem varia¢do hidrostatica. Logicamente, poderiam ser
considerados modelos de escoamento mais completos, como os apresen-
tados em [56], incluindo variacdes de pressdo causadas por atrito, entrada
de massa, interacao entre fases etc.

Seja IT a pressdao média em uma secao do poco e y a direcdo vertical,
em que atua a gravidade. A variacao dessa pressao, considerando apenas a
influéncia da gravidade, é dada por

dim
_d_)( + pg =0, (5.40)

onde p é a densidade média da mistura de fluidos escoando pelo pogo e g
a magnitude da aceleracdo devida a gravidade.

Integrando a equacao (5.40) entre um nivel de referéncia, aqui consi-
derado como o nivel do primeiro né do poco, e o nivel de um né qualquer
p na trajetéria do poco, tem-se

Xp
— (11, — Myt +J pgdy =0. (5.41)
Xref

A integral nesta equacdo pode ser aproximada em cada elemento de
poco, pela regra do ponto médio [20], ap6s o qual pode ser obtida a se-
guinte expressao para a pressao no interior do poco, no nivel do né p

Hp A Il + Z p"’egA){“’e; (5.42)

wpe wfp-ref
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em que “E,_ e € 0 conjunto de elementos de pogo entre os niveis de re-
feréncia e o do n6 p. Além disso, Ayw, = yp2 — yp1 € 0 comprimento da
projecao do elemento de poco na direcao vertical e p«, = % ( Pp1+ ppz)
é a densidade média da mistura nesse elemento. Como mostrado na fi-
gura 5.3, pl e p2 sdo os nés nas duas extremidades do elemento de poco
em questdo, “e. Por sua vez, a densidade da mistura em cada né, pode
ser aproximada como uma média ponderada das densidades das fases,
levando em conta a quantidade de cada fase na por¢ao do poco associada.

A figura 5.4 mostra um volume de controle da malha do reservatério
que contém um no6 de poco. Conforme se observa, um desses volumes
envolve a metade de dois elementos de poco adjacentes.” Como é légico,
a vazdo entre o volume de controle e essas por¢coes de elementos de pogo
deve ser levada em conta nas suas equacodes de balango. Assim, por exem-
plo, na equacdo da pressdo, que provém de um balanco global das duas
fases, ter-se-ria

=Y DD o (AEBE B + DD opp(er)ip + @, = 0, (5.43)

e€E, fefp“ lene e€E, fefp“

em que o termo adicional @, € a vazdo total entre pogo e volume de con-
trole, positiva se abandona o volume e negativa no caso contrério.® Se-
guindo a prética normal em simulacdo de reservatérios, essa vazao € rela-
cionada com a diferenga entre a pressdo nodal P, e a pressdo no interior
do poco 11, por meio de uma expressao da forma

@y = (A)pWI, (B, —11,). (5.44)

Nesta relagdo, WI, € o denominado indice de produtividade do poco
ou, simplesmente, indice de poco [10, 61], para a por¢ao de poco em con-
tato com o volume considerado. A determinacéo de valores de WI, apro-
priados a discretizacdo considerada neste trabalho é descrita na se¢do 5.5.

A fim de se obter uma expressao final para a equagdo da pressao para
volumes em contato com poc¢os, a equacao (5.42) pode ser substituida em
(5.44) e o resultado substituido ainda em (5.43), chegando-se entdo a

7 No entanto, se 0 né em questdo estiver localizado em uma extremidade do pogo, o
volume de controle estard em contato apenas com a metade de um elemento de pogo.

8A equacgdo (5.43) provém da equagdo (5.24). Os indices correspondentes ao nivel de
tempo foram omitidos a fim de simplificar a notagao.
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Figura 5.4 — Volume de controle associado a um né sobre o poco.

=22 D o BB+ D0 opuls)iop +

e€E, fef; lene e<E, feyfn?

(AT)pWIp (Pp — et — Al_[p—ref) =0,

(5.45)

em que All, . € uma notacdo compacta para o somatorio da equacdo
(5.42), ou seja

Allpes = Y preg Ay, (5.46)

e €W E ref
A equacao (5.45) é valida para todos os volumes de controle associados
a noés a longo da trajetéria de um poco produtor ou injetor. No caso em
que o valor da pressao de referéncia Il for estipulado como condi¢ao
de operacdo do po¢o, nenhuma incégnita adicional seréd acrescentada na
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equacdo da pressdo pela inclusdo do termo associado a vazao para o poco.
Isto porque valores de All,.f podem ser avaliados diretamente com a
equacao (5.46).%

Quando o valor estipulado for a vazdo total que ingressa ou abandona
o0 pogo, IT;f € uma incégnita adicional nas equacdes da pressdo de todos
os volumes de controle em contato com o poco. Logo, precisa-se de uma
equacao adicional para que o sistema de equacoes da pressdo possa ser
resolvido. Essa equagdo provém do balanco global para o pogo completo,
o qual pode ser escrito como

ow— Y @, =0, (5.47)
peW

onde @4y é o valor estipulado para a vazao total que ingressa ou abandona
0 poco, segundo se trate de um poco injetor ou produtor. O sinal de @y é
positivo no primeiro caso e negativo no segundo. Substituindo a expressdo
para as vazdes individuais em cada volume de controle, dada na equacéo
(5.44), obtém-se

@w = D (Ap)pWI, (B, — et — Allef) = 0. (5.48)
pew

Esta equacdo possui como incégnitas todos os valores nodais da pres-
sdo ao longo do poco, além do valor da pressdo do pogo no nivel de referén-
cia. Uma equacao desse tipo deve ser acrescentada no sistema de equacoes
da pressao, para cada pogo em que um valor da vazao total seja estipulado.

Por outro lado, a equagdo da saturagdo correspondente aos volumes
em contato com um poco deve incluir também um termo adicional. Uma
vez que essa equacao representa um balancgo da fase dgua, o termo adi-
cional é dado por (F,), @), que € fracdo da vazdo entre volume de con-
trole e poco que corresponde a fase d4gua. Independentemente de qual
for a condigdo de operacéo estipulada para o pogo, a vazdo @, pode ser
computada com a equacao (5.44), ap6s resolver o sistema de equacdes da
pressdo. Dado que no nivel de tempo ¢,,, a0 qual correspondem todos os
termos analisados, encontram-se disponiveis valores nodais da saturacao,
o valor de (F, ), pode ser facilmente computado também.

9 Entretanto, modelos mais detalhados do escoamento no interior do po¢o podem intro-
duzir ndo-linearidades e acoplamentos adicionais que requeiram um tratamento especial no
processo de solucao.
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5.5 Modelo de poco

Uma das principais caracteristicas do escoamento na vizinhanca de um
poco é a forte variacao da pressdo e, consequentemente, da velocidade
nessa regido. Mesmo representando de maneira precisa a trajetéria do
poco na malha, como descrito na secao anterior, para captar de forma
adequada os fortes gradientes de pressdo seria necessario também refinar
extremamente a malha adjacente ao poco na direcdo radial. Uma vez que
o diametro tipico de um poco e vérias ordens de grandeza menor que as
dimensdes normais de um reservatoério, um refino dessa natureza é geral-
mente impraticdvel, pois aumentaria excessivamente o nimero de incég-
nitas do modelo numérico. A dificuldade torna-se mais critica porque a
vazdo entre o reservatério e um pogo deveria ser normalmente computada
com os gradientes de pressdo na sua vizinhanca. Logo, se com a malha uti-
lizada nao fosse possivel captar adequadamente esses gradientes, um erro
de magnitude inaceitdvel seria introduzido na solu¢do numérica, devido a
importancia trascendental da vazao desde ou para 0s pocos.

Para contornar ese tipo de dificuldades, desde os primérdios da si-
mulacdo de reservatérios sao empregados os denominados modelos de
poco [10, 61]. O intuito desses modelos é desvincular o computo da vazao
da aproximacao numérica do gradiente de pressdo adjacente aos pocos.
Isto geralmente é conseguido introduzindo hip6teses adicionais quanto a
natureza do escoamento na vizinhanc¢a imediata aos pogos.

Para um escoamento monofésico, o modelo de poco é normalmente
dado pela expressao

@ =—(p-1), (5.49)

onde, como ilustrado na figura 5.5 para um caso bidimensional, @ é a va-
z4o entre o reservatorio e o pogo, P, € a pressdo nodal associada ao volume
onde o poco se encontra e IT é a pressao na superficie do poco. A equagao
(5.49) pode ser considerada a definicao do indice de poco WI, o qual é um
parametro que depende apenas da permeabilidade e das geometrias do
poco e da malha na regido adjacente ao pogo. De fato, a questao chave de
um modelo de poco é a determinacdo do valor de WI adequado para uma
dada configuracao geométrica do poco em relagdo a malha circundante.
A extensao da equagdo (5.49) para escoamentos multifasicos é direta,
sendo necessdrio apenas introduzir a permeabilidade relativa, do mesmo
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Figura 5.5 — Grandezas envolvidas em um modelo de poco convencional.

modo que é realizado para aplicar a lei de Darcy a varias fases. Essa forma
do modelo de poco pode ser escrita de modo compacto como

@, = A, WI(P,—1I), (5.50)

em que @y e A, sdo, respectivamente, a vazdo e a mobilidade!? da fase
genérica y. Admite-se que o valor do indice de poco WI na equacgao (5.50)
é 0 mesmo que o da equagao (5.49) para escoamento monofasico. Por
tal razdo, os valores dos indices de poc¢o sdo determinados usualmente
considerando escoamentos monofasicos, mesmo que sua aplicacao final
seja em problemas multifasicos [10].

A primeira derivacao de uma expressdo analitica para calcular o indice
de poco foi feita por Peaceman [61], para modelos numéricos baseados em
malhas cartesianas regulares. Diversas extensoes e generalizacdes foram
realizadas posteriormente na correlagdo de Peaceman [14, 62-64], as quais
sdo amplamente utilizadas em simuladores comerciais. Infelizmente, es-
quemas analiticos desse tipo ndo podem ser aplicados diretamente a uma
formulacdo em malhas nao-estruturadas, devido ao forte enraizamento
desses esquemas na configuracdo geométrica simples das malhas estru-
turadas.

10 Conforme mostra a equacdo (5.5), a permeabilidade relativa estd envolvida na definicao
da mobilidade.
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Neste trabalho é considerada uma abordagem diferente a convencio-
nal, baseada na metodologia proposta por Aavastmark e Klausen em [1].1!
Essa metodologia é suficientemente geral como para ser aplicada com ma-
lhas tanto estruturadas como ndo-estruturadas e em duas ou trés dimen-
soes. O delineamento geral do método pode ser mais facilmente descrito
considerando inicialmente uma situacdo bidimensional, e depois ser es-
tendido a casos tridimensionais, como feito a seguir.

Considere-se o problema esbocado na figura 5.6(a), em que um poco
produtor de raio ry encontra-se localizado na origem de um dominio bi-
dimensional infinito. No regime estaciondrio, um escoamento monofasico
incompressivel dirigido na dire¢ao do pogo pode ser descrito pelas equa-
coes

V-v=0, (5.51)

K
v=——VP, (5.52)
u

sujeitas as seguintes restricdes na interface entre poco e reservatorio

Ply—r, =1I, (5.53)
v-ds = @. (5.54)
r=rw

Neste modelo simples, o meio é considerado homogéneo, porém, com
possibilidade de ser anisotrépico. A solu¢do do problema descrito acima
pode ser determinada analiticamente e é dada por uma funcao continua
P(x,y), para qualquer ponto exterior ao po¢o.!? Nessa solucdo analitica,
a pressao varia de forma logaritmica e as isolinhas sdo elipses com semi-
eixos nas dire¢des principais do tensor permeabilidade. A medida que se
afastam do poco, porém, as isolinhas tendem a tornar-se circulares.

Nametodologia considerada, para determinar um indice de pocgo asso-
ciado a uma dada malha, o problema monofésico descrito deve ser resol-
vido numericamente. Para tanto, deve ser considerada uma por¢ao da ma-
lha que inclua o poco e um niimero adequado de elementos. No problema

11 Apesar de ndo ser citada em [1], uma metodologia semelhante tinha sido esbogada
previamente por Morita et al. [54].

12 A obtencdo da solugdo P(x,y) é descrita em detalhes no apéndice C da referéncia [62],
para o caso em que K é dado por um tensor diagonal. A solugdo para um tensor K completo
requer a diagonaliza¢ao do tensor como passo prévio.



APLICAGAO A UM MODELO DE ESCOAMENTO EM RESERVATORIOS 100

(a) Especificagdo do problema (b) Enfoque numérico
N6 do pogo
/// P=II o N
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a partir de P=P(x,y)
Solugao analitica: P = P(x,y)

Figura 5.6 — Problema auxiliar para a determinacao do indice de poco em
duas dimensoes.

numérico auxiliar, conforme ilustra a figura 5.6(b), a fronteira externa do
dominio é sujeita a condi¢des de Dirichlet, com valores determinados a
partir da solucdo analitica P(x,y). Para tanto, sdo considerados valores
arbitrarios da vazao @, da pressdo do poco II e da viscosidade u. A per-
meabilidade K deve ser considerada com o valor tensorial especificado
no problema original para os elementos no subdominio auxiliar. Existe
a restricdo, entretanto, que esse valor deve ser tinico para todos esses ele-
mentos, a fim de respeitar a hip6tese de meio homogéneo considerada na
solucdo analitica. Por fim, para completar a especificagdo do problema
auxiliar, no volume de controle que inclui o poco é considerada a vazao @,
com o mesmo valor considerado na solu¢ao analitica. A pesar de nao ser
estritamente necessério, no esquema considerado neste trabalho um né
sempre coincide com a localiza¢do do pogo. Como é logico, para resolver
o problema numérico auxiliar deve ser considerada a mesma discretiza-
¢ao que ird ser utilizada depois no modelo numérico para o reservatério
completo.

Idealmente, a solucdo numérica do problema auxiliar deveria ser pré-
xima a solucdo analitica, pois em ambos os casos o problema resolvido é o
mesmo. No entanto, em geral, com as malhas utilizadas normalmente nao
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é possivel capturar a forte variacdo da pressdo naregido adjacente ao poco,
por ndo serem refinadas o suficiente. Na fronteira do subdominio auxiliar
ambas as solucdes coincidirdo, pela imposi¢dao das condicoes de Dirichlet
a partir da solu¢do analitica. Porém, a medida que os pontos se aproxima-
rem do poco, a discrepancia entre ambas as solu¢des aumentard, em geral,
de forma acentuada. Desse modo, a discrepéncia se torna méxima no né
da malha coincidente com o poco.!3 A diferenga entre a pressao P, nesse
né e a pressdo I pode ser considerada como uma medida da insuficiéncia
da formulacao numérica para capturar a variacao exata da pressao na vizi-
nhanca do poco. O papel do modelo de pocgo é, precisamente, compensar
essa insuficiéncia relacionando o valor exato da vazao com essa diferenca
de pressdes. Como mostra a equagao (5.49), o indice de pogo é definido
como fator de proporcionalidade entre essa duas grandezas.

No procedimento descrito, apds ser resolvido o problema numérico
auxiliar, o valor correspondente ao indice de pogo pode ser determinado
pela expressdo seguinte, derivada da equacao (5.49),

uw
W= |—=]. (5.55)
P-1J .

O valor do indice de poco assim computado pode ser aplicado depois
a solucdo de problemas na malha completa do reservatério. Uma vez que
ainfuéncia das condi¢bes em outros pocos ou nos contornos sobre o esco-
amento na vizinhanca imediata de um poco é minima [1, 54], assume-se
que o valor do indice de poco ndo estard influenciado de forma signifi-
cativa por essas condicdes. Além disso, dada linearidade da relacdo entre
velocidade e gradiente de pressao na lei de Darcy, o valor do indice de poco
devera manter-se inalterado quando forem utilizados valores de vazao ou
pressdo diferentes aos considerados no problema auxiliar descrito.

Por outro lado, da mesma forma que nas correlacdes de Peaceman,
o valor do indice de pogo obtido pela equagao (5.55) carrega informagao
geométrica da malha circundante ao poco, além da permeabilidade nessa
regido. Entretanto, no procedimento descrito acima essa informacao
introduzida de modo indireto, na discretizacdo do problema auxiliar. E
por tal razdo, que resulta imprescindivel que essa discretizacao inclua o

(e

13 Nessa andlise é desconsiderado o raio do pogo, cujo valor é, em geral, insignificante
quando comparado com o tamanho dos elementos da malha.
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mesmo tipo de aproximagdes para os fluxos difusivos que a discretizagdo
do problema completo.

O mesmo enfoque descrito pode ser utilizado em situagdes tridimen-
sionais, fazendo-se algumas consideracoes adicionais. A diferenca mais
importante é que em trés dimensodes existem vdarios nés ao longo de um
poco. Em consequéncia, a cada um desses nés deve ser associado um
indice de poco que permita calcular a vazao para o volume de controle
correspondente. A fim de determinar os valores desses indices de poco,
cada elemento de poco deve ser considerado de forma separada. Em trés
dimensoes, solucdes analiticas simples somente podem ser determinadas
considerando um pogo reto de comprimento infinito em um meio ho-
mogeéneo infinito.'* Logo, para cada elemento de pogo é associado um
problema auxiliar equivalente ao descrito para o caso bidimensional, con-
siderando que o poco se estende indefinidamente na dire¢do do elemento
em questao.

A situacdo descrita encontra-se ilustrada de modo esquemadtico na
figura 5.7. Para resolver numericamente o problema auxiliar é conside-
rada uma por¢do da malha com certo nimero de elementos ao redor do
segmento de poco. Experimentos numéricos mostram que duas ou trés
camadas de elementos ao redor do segmento sdo adequados para obter
resultados suficientemente precisos para o indice de poco. No contorno
externo da submalha auxiliar é prescrita a condi¢do de Dirichlet, com valo-
res determinados por meio da solucdo analitica. As outras duas fronteiras
sdo consideradas impermedveis e pelo segmento de pogo considera-se que
atravessa uma vazao uniforme .

Depois de resolver o problema auxiliar, valores nodais da pressao es-
tardo disponiveis para os nés pl e p2, localizados nas extremidades do
elemento de poco. A cada um desses nds deve ser associado um valor de
indice de poco proveniente do problema auxiliar. Na discretizacdo desse
problema, a vazdo @ € repartida em partes iguais entre os dois volumes de
controle associados aos nés p1e p2. Logo, para cada um desses nés é pos-
sivel escrever expressdes andlogas a equacao (5.55), porém, considerando
avazao w/2. Isto é,

WL = % —P“ Z_UH , (5.56)
pl

aux

14 A solugdo analitica considerada neste trabalho ¢ a derivada por Aavatsmark e Klausen
em [1].
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u 1 (o)
wre = - [ EZ ) (5.57)
g 2\ Pp—1 aux

T - Vazdo ao elemento
de pogo: @

P S

\
)

Condigdo de Dirichlet I
a partir da solugdo analitica

Figura 5.7 — Submalha no problema auxiliar para a determinacao do indice
de poco em trés dimensoes.

Os indices de poco nas equagoes (5.56) e (5.57) carregam o indice “e
porque sdo valores parciais referidos apenas ao elemento de poco consi-
derado no problema auxiliar. Segundo mostra a figura 5.4, todo volume de
controle em contato com um poco, exceto os dois nas duas extremidades,
envolve as metades de dois elementos de poco. O valor do indice de pogo
dado pela equacao (5.56) ou pela equagdo (5.57) corresponde a uma dessas
metades. Para todos os nés de po¢o, menos os das extremidades, o valor
a ser utilizado para o volume de controle completo deve ser a soma dos
valores parciais correspondentes as duas metades associadas ao n6. De
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forma simbdlica, pode-se escrever
WI, = Z WI“ (5.58)

onde “E, é o conjunto de elementos de pogo associados ao né p. Esse
conjunto terd dois elementos para todos os nés de um poco, exceto os das
extremidades, que somente terd um.



CAPITULO

Exemplos de aplicacao

Neste capitulo sdo apresentados diversos problemas resolvidos aplicando
a formula¢do numeérica descrita nos capitulos precedentes. Os problemas
apresentados foram escolhidos de modo que fosse possivel testar diferen-
tes aspectos das solucdes numéricas. Na maioria dos casos, tratam-se de
situacoes fisicas descritas por equacdes diferenciais simplificadas, as quais
apresentam algumas caracteristicas comuns com as equac¢des do modelo
de escoamento bifdsico considerado no capitulo 5. Além de considerar
equacoes simplificadas, sdo considerados também dominios de geometria
regular, a fim de tornar possivel a obtencao de solu¢ées analiticas exatas,
com as quais as solu¢des numéricas sao comparadas. Em alguns casos
faz-se uso da técnica denominada das solugées manufaturadas [72], na
qual propde-se a solucdo exata para uma equacao diferencial e, por meio
de diferenciacdo, determina-se a expressao matemadtica do termo fonte
correspondente a equacao. Esses diversos problemas com solugoes conhe-
cidas permitem testar, de forma separada, as caracteristicas fundamentais
do modelo numérico empregado para a simulacdo de reservatérios.

De posse da solucao exata para um problema, é possivel determinar
a magnitude do erro de discretizacdao de uma solu¢do numérica para o
problema. Isto permite, por sua vez, analisar o comportamento do erro de
discretizacdo a medida que as malhas sdo refinadas e determinar a ordem

105
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de convergéncia da discretizagao, isto é, a taxa de diminuicdo desse erro
quando o tamanho médio dos elementos da malha é reduzido. Sempre que
possivel, uma andlise de convergéncia desse tipo é realizada nos proble-
mas apresentados neste capitulo. Quando pertinente, é analisada também
ainfluéncia de algumas caracteristicas das malhas e/ou do problema sobre
a ordem de convergéncia.

O modelo de poco considerado neste trabalho é também objeto de
verificacdo em um dos problemas deste capitulo. Entretanto, nesse caso a
obtenc¢do de uma solucdo exata apresenta maior dificuldade e por tal razao
optou-se por utilizar uma solu¢cdo numérica como solu¢do de referéncia
para realizar as comparacgoes. Nessa malha, a superficie e a vizinhanca do
pogo sao discretizadas com um grau de refino suficiente para dispensar o
uso de um modelo de poco.

Um problema de recuperacao secunddria de 6leo em um reservatorio
de geometria complexa é considerado na parte final deste capitulo. Dado
que a obtencdo da solucdo exata para um problema dessa natureza esta
fora de questao, alguns aspectos da solucdo numérica desse problema sdo
apresentados apenas com cardter ilustrativo, sem qualquer comparagao
ou verificacdo.

Todos os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos com
codigos implementados na linguagem C*+, com a auxilio das bibliotecas
EFVLib e ACMLib. A biblioteca EFVLib [47], cujo objetivo é a sistemati-
zagdo da implementacao de formulagdes de volumes finitos baseadas em
elementos, foi desenvolvida com a fundamentacgdo tedrica apresentada
neste trabalho. Ja a biblioteca ACMLIib [46] permite a solucao dos sistemas
de equacoes lineares, oriundos do processo de discretizacao, pelo método
multigrid de correcdes aditivas [18, 39]. Para todos os problemas apre-
sentados neste capitulo, os sistemas de equacdes lineares foram resolvidos
com o referido método, iterando-se até anorma L, dos residuos do sistema
ser menor que 1078,

6.1 Problemas de difusao

Nesta sec¢ao sao considerados problemas descritos pela equagao diferen-
cial eliptica
-V :KVP =9¢(x,y,z) em(, (6.1)
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em que o dominio Q2 é o cubo unitdrio0 < x < ;0<y <1;0<z<1.0
contorno 92 desse dominio € sujeito a condicao de Dirichlet

P = Ppi(x,y,2) em 09). (6.2)

A equacao (6.1) pode ser considerada um protétipo da equacao da
pressdo em uma formulagao de escoamento multifisico. A representacao
discreta de um termo diferencial de segunda ordem da forma que aparece
nessa equacdo é um dos ingredientes fundamentais de qualquer formu-
lacdo numeérica para simulacao de reservatérios. O propdsito dos testes
apresentados aqui é verificar a ordem de convergéncia para uma varidvel
eliptica para os diferentes tipos de elementos considerados. Além disso,
procura-se identificar se a distor¢dao dos elementos da malha ou a variacao
espacial do tensor K tém alguma influéncia sobre a convergéncia.

Os testes realizados seguem as diretrizes de um exercicio comparativo
proposto no 5th International Symposium on Finite Volumes for Complex
Applications [31]. A forma adimensional da norma L, do erro para a varia-
vel da equacdo foi computada pela expressao

1/2

L 12
P(xp,yp,2p) — Py| AV,
e = Zpem[ prYprZp n] P , 6.3)

2penr [P(xp’J’p’Zp)]zAVp

em que P(x,,¥p,zp) € o valor correspondente a solugdo exata no ponto
coincidente com o né p, enquanto que B, é o valor obtido na solugdo
numérica para o mesmo no.

Por analogia com a expressdo da norma do erro da varidvel da equa-
¢ao, foi definida a seguinte norma para o erro na aproximacgao do seu gra-
diente /2

2 1
Zfew[ ) VP(xf’yf’zf) — VPf° ‘ ASy

€vp = (6.4)

2
ASy

2 reat ‘ VP(x}, ¥}, 2f)

Uma vez que nas equacdes discretizadas o gradiente é aproximado no
baricentro das faces, a norma do gradiente foi definida com base nessas
aproximacoes, denotadas na expressdo (6.4) como VPf. Nessa expressao,
VP(xz, Y}, 2¢) € o valor exato do gradiente no baricentro da face, obtido por
diferenciagdo da solugdo analitica. Além disso, ASy € a drea da face em
questao.
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Entretanto, na aproximacao do fluxo difusivo em uma face, apenas
participa a componente normal a face do produto KVP. Devido a isso,
decidiu-se comparar o valor da aproximacao numérica dessa componente
com o valor determinado a partir da solucdo analitica no baricentro das
faces. Para tanto, definiu-se a norma para o erro nos fluxos

5 5\ 1/2
P [KVP(xf,yf,z];) -AS; KV -Asf]

2
P [KVP(xf, Vprzp) -Asf]

€ = , (6.5)

em que KVP(xz, y;,z7) € computado com o valor exato do gradiente no
baricentro de uma face e o valor do tensor K avaliado no mesmo ponto,
quando for varidvel espacialmente. No entanto, na aproximac¢ao numérica,
K¢ é o valor associado ao elemento em que a face se encontra, avaliado no
baricentro do elemento, quando K for uma fung¢ao da posicdo.!

6.1.1 Problema 1-A

No problema 1-A, a permeabilidade é dada por um tensor identidade, por-
tanto, trata-se de um problema de difusdo em um meio isotrépico. O termo
fonte da equacdo estd definido na figura 6.1. Conforme indicado na mesma
figura, um valor nulo € prescrito para a varidvel no contorno do dominio.

Dominio €

K=1

Y = 1272 sin(2mx)sin(2my)sin(27z)

Figura 6.1 — Problema 1-A.

1 Uma vez que em problemas de simulagdo de reservatorios a variacdo espacial da per-
meabilidade é aproximada associando um valor constante a blocos da malha, na formulagao
implementada esses valores sao atribuidos aos elementos da malha primaria.
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Para as condicoes especificadas, a solucdo exata da equacao (6.1) é
P = sin(2nx)sin(2ry)sin(2nz). (6.6)

Na solugao numeérica do problema foram consideradas sequéncias de
malhas com nivel de refinamento progressivamente maior, mantendo exa-
tamente a mesma estrutura sempre que possivel. O intuito foi verificar a
reducao do valor das normas dos erros definidas anteriormente e estimar
para cada caso a taxa de convergéncia. Além disso, analisar a influéncia da
distor¢ao dos elementos da malha sobre a convergéncia.

Inicialmente sdo apresentados os resultados com malhas formadas
somente por elementos hexaédricos. A primeira sequéncia de malhas esta
formada por malhas regulares igualmente espacadas. Mediante desloca-
mento dos vértices internos dessas malhas obtiveram-se sequéncias de
malhas com elementos distorcidos. Para tanto, aplicaram-se as relacoes
matematicas

x”g =x,+0p,

Y, = Yp+0p,

por 6.7)
z, = 2zp+0p,

0p = Asin(27mx,)sin(2my,)sin(2mz,).

Nestas expressoes, X, ¥, € z, sdo as coordenadas dos vértices na
malha-base regular, enquanto que x;, ylg e z; sdo as coordenadas dos
vértices na malha com elementos distorcidos. Estipulando diferentes va-
lores para a amplitude A controla-se o grau de distorcao das sequéncias
de malhas.? Nos experimentos numéricos realizados foram consideradas
sequéncias de malhas distorcidas obtidas com amplitudes 0.04, 0.08 € 0.12.3
Para ilustrar, a figura 6.2 mostra as malhas resultantes apés a distorcao,
considerando uma malha-base de 20 x 20 x 20 hexaedros regulares.

Nas figuras 6.3, 6.4 e 6.5 sdo apresentados graficos da variagao das nor-
mas dos erros definidos nas equacdes (6.3), (6.4) e (6.5), respectivamente,
em relacdo ao comprimento representativo dos elementos da malha. Neste

2 Este tipo de distor¢do senoidal das malhas de hexaedros é uma extensdo tridimensional
da distor¢do considerada em [6] para malhas quadrilateros.

3 £ facil comprovar que uma amplitude maior a 0.012 desloca alguns vértices para fora do
dominio do problema e produz também elementos anémalos.
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(c) A=0.08 (d) A=0.12

Figura 6.2 — Malhas de 20 x 20 x 20 hexaedros, apresentando diferente
amplitude de distor¢do dos elementos.

e todos os casos apresentados mais adiante, esse comprimento caracteris-
tico é determinado pela expressao [32]

= (VYN 6.8)

em que V% é o volume do dominio e N* é o ntiimero total de elementos
volumétricos da malha M que discretiza tal dominio.

Nos gréficos apresentados, cada ponto representa o valor da norma
de um dos erros, determinada na solu¢ao numérica em uma dada malha.
Nas malhas de hexaedros consideraram-se sequéncias de malhas em que
a malha mais grosseira possui 10 x 10 x 10 elementos e a mais refinada
143 x 143 x 143 elementos. Para cada sequéncia de malhas, apresentam-se
também ajustes dos pontos a expressdes da forma € = ah?, cujas repre-
sentacdes na escala logaritmica sdo as linhas retas presentes nos gréficos.
O expoente do ajuste indica a taxa de convergéncia observada, na norma
L, considerada, da varidvel da equacao, do gradiente ou dos fluxos.
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Figura 6.3 — Convergéncia da pressdo no problema 1-A, para malhas de
hexaedros com diferente amplitude de distorg¢ao.

o A=0
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Figura 6.4 — Convergéncia do gradiente da pressao no problema 1-A, para
malhas de hexaedros com diferente amplitude de distorcao.
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Figura 6.5 — Convergéncia dos fluxos no problema 1-A, para malhas de
hexaedros com diferente amplitude de distorcao.
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Conforme se pode observar nas figuras 6.3 e 6.4, a acurdcia é de se-
gunda ordem para P e de primeira ordem para VP, independentemente
da distorcao considerada para as malhas. No caso de P, a influéncia da
distorcao é minima e os ajustes obtidos para as sequéncias de malhas estao
quase superpostos. No caso da norma do erro nos fluxos, cuja conver-
géncia é mostrada na figura 6.5 é observado um fenémeno particular. A
convergéncia dessa norma para as malhas regulares acontece a uma taxa
levemente maior a segunda ordem, enquanto que para todas as malhas
distorcidas observa-se uma taxa de primeira ordem. Ja que no problema
1-A a permeabilidade € isotropica, isso significaria que para malhas de
hexaedros regulares a aproximacao da componente normal as faces con-
verge a uma taxa maior que a aproximacao do préprio gradiente. Na li-
teratura, quando o erro de uma aproximacdo numeérica em um ponto se
reduz a uma taxa maior do que no entorno, diz-se que a aproximacao é
superconvergente nesse ponto [84]. Pelos resultados obtidos, os baricen-
tros das faces apresentam superconvergéncia em malhas regulares, para
a aproximacao da componente do gradiente normal a face. Infelizmente,
apenas uma leve distor¢do nos elementos ja causa uma reducao significa-
tiva na taxa de convergéncia. Como mostra a figura 6.5, uma amplitude de
distorcao de 0.01, que na pratica apenas pode distinguir-se visualmente,
reduz a taxa de convergéncia a um valor préximo 4 unidade.

Os resultados apresentados até agora mostram que a distor¢cdo dos
elementos hexaédricos nao influéncia de modo significativo a taxa de con-
vergéncia, pelo menos para os erros associados a varidvel da equacdo e ao
gradiente. Contudo, é importante quantificar de alguma forma a distor¢ao
nas malhas consideradas até agora. Uma medida usualmente utilizada
para quantificar a deformacao de elementos hexaédricos é a razdo entre
o minimo e o méaximo valor do jacobiano da transformacao de coordena-
das, definida previamente na equagao (3.1) [2, 43]. Aqui foi considerado o
seguinte indice de deformacéo para os elementos hexaédricos

B minpeae I,

I¢, =1 ,
maxpen |J1p

def — (6.9)

o qual serd nulo quando o hexaedro for regular e tenderd a 1 4 medida que
aumentar a deformacao do elemento.*

4 Se minpeqce |J|, for negativo atribui-se diretamente um valor unitdrio a I§;
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Os histogramas da figura 6.6 ilustram a distribuicdo de valores do in-
dice de distorcao definido na equacao (6.9), para as malhas mostradas na
figura 6.2. Conforme se pode observar, nas malhas com amplitudes de
distorcao A =0.08 e A =0.12 existe uma grande porcentagem de elementos
com valor significativamente alto do indice de deformacao.

1004 A=0
A=0.04
E= A=0.08
[ A=0.12

754

504

i EHO%MM .

Porcentagem de elementos

00 01 02

04 05 06 07 08 09 10
Indice de deformagio

Figura 6.6 — Indice de deformacéo dos elementos para diferentes amplitu-
des de distor¢ao, nas malhas de 20 x 20 x 20 hexaedros.

Devido ao deslocamento dos vértices, as facetas das malhas distor-
cidas devem ter adquirido curvatura e deixado de ser planas. Como es-
perado, esse fendmeno nao teve incidéncia sobre a taxa de convergéncia,
porém, é importante também quantificar o grau de arqueamento que so-
freram as facetas no processo de distor¢do das malhas. Baseado na proje-
¢ao de uma faceta quadrangular sobre um plano médio, na referéncia [2] é
definido o seguinte indice de arqueamento

L2
arq — T — -
VAprOJ'

O procedimento de computo do indice e o significado dos parametros
envolvidos estdo ilustrados na figura 6.7. Inicialmente é determinado um
vetor normal médio para a faceta, mediante o produto vetorial de suas
diagonais. Com ajuda desse vetor determina-se um plano médio passando
pelo baricentro dos vértices da faceta. O comprimento 6 na equagdo (6.10)
é a distancia de um dos vértices ao referido plano médio. Por construcao,
essa distancia € a mesma para os quatro vértices. Finalmente, Ay, € a drea
do quadrilatero projetada no plano médio. O indice de arqueamento para

(6.10)
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um elemento hexaédrico serd o maximo valor dos indices determinados
pela equacao (6.10), entre todas as facetas do elemento [2].

N=AC x BD

Projegdo no
; plano médio
B (drea Aproj)

(a)

Figura 6.7 — Projecdo de uma faceta arqueada sobre o plano médio.

Os histogramas da figura 6.8 apresentam a distribuicao de valores do
indice de arqueamento definido previamente, para as malhas mostradas
na figura 6.2. Na malha com amplitude de distor¢ao A = 0.12, os valores
maéximos do indice de arqueamento atingem 0.2. Apesar desse valor ndo
ser especialmente alto, pode-se observar que a porcentagem de elementos
com facetas ndo-planas nessa malha é préximo a 75%.

1001 A=0
A=0.04
E= A=0.08
[T A=0.12

754

50

-

; %ﬂ%n%ﬂaﬂaﬂ%ﬂm

0 0.04 0.08 0.12 0.16 0]20

Porcentagem de elementos

Indice de arqueamento

Figura 6.8 - Indice de arqueamento dos elementos para diferentes ampli-
tudes de distorcao, nas malhas de 20 x 20 x 20 hexaedros.

A fim de determinar o comportamento dos erros com elementos de
outras formas, o problema 1-A foi resolvido com sequéncias de malhas for-
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madas por tetraedros, prismas e pirdmides. Para manter controle sobre a
estrutura dessas malhas ao serem refinadas, elas foram obtidas por divisao
das malhas de hexaedros descritas anteriormente. Cada elemento dessas
malhas foi dividido em tetraedros, prismas ou piramides, da forma ilus-
trada na figura 6.9. As malhas de tetraedros e prismas possuem o mesmo
nuamero de vértices que as correspondentes de hexaedros, porém, maior
quantidade de elementos. Ja as malhas de piramides, além de possuir
mais elementos que as de hexaedros, possuem também mais vértices, pela
adicdo de um vértice central em cada hexaedro, como mostra a figura 6.9.

Hexaedro

2 prismas

6 tetraedros

Figura 6.9 — Divisao de um hexaedro em tetraedros, prismas ou pirdmides.

Nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12 sdo apresentados graficos que mostram
a reducdo das normas dos erros €p, €yp € €;, respectivamente, com ma-
lhas de tetraedros obtidas da forma descrita acima. Como nas malhas de
hexaedros, nesses graficos compara-se a convergéncia para sequéncias de
malhas apresentando diferente amplitude de distor¢do. Para distorcer as
malhas empregou-se o mesmo procedimento sintetizado na equacao (6.7).

A taxa de convergéncia da pressao é praticamente de segunda ordem
para as malhas sem distorcao. O incremento do erro e a diminuicao da taxa
de convergéncia ao distorcer as malhas sdo mais acentuados que no caso
dos hexaedros, porém, mesmo assim sdo pouco significativos. A influéncia
da distor¢do no erro do gradiente é ainda menor, podendo-se afirmar que
a convergéncia é de primeira ordem em todos os casos. A convergéncia do
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Figura 6.10 - Convergéncia da pressdo no problema 1-A, para malhas de
tetraedros com diferente amplitude de distorc¢ao.
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Figura 6.11 - Convergéncia do gradiente da pressdo no problema 1-A, para
malhas de tetraedros com diferente amplitude de distorcéo.
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Figura 6.12 - Convergéncia dos fluxos no problema 1-A, para malhas de
tetraedros com diferente amplitude de distor¢ao.
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erro dos fluxos é praticamente idéntica a do erro do gradiente, diferente-
mente do fendmeno observado nas malhas de hexaedros.

As figuras 6.13 e 6.14 apresentam os resultados obtidos para a conver-
géncia da pressdo e do gradiente, respectivamente, nas malhas de prismas.
Resultados equivalentes obtidos nas malhas de pirdimides sdo mostrados
nas figuras 6.15 e 6.16. A convergéncia dessas grandezas em ambos os
casos é qualitativamente semelhante d4quela observada nas malhas de te-
traedros, sendo que a taxa de convergéncia para a pressdo é proxima a 2,
enquanto que para o gradiente é proxima de 1. Como nos outros tipos de
elementos ja examinados, ndo é observada uma influéncia significativa da
distor¢ao das malhas nos valores dessas taxas de convergéncia.

o A=0

 ep 37 pl9%
o A=004

—— €p~9.49h1%”
o A=008

—— €p~1208 0%

v A=012
—— ep~1507h%

Figura 6.13 - Convergéncia da pressdao no problema 1-A, para malhas de
prismas com diferente amplitude de distorcao.

) A=0
— evp ~2911%%
o A=004

C egp ~3.01hO

o A=008
—— €eyp ~33910%

v A=0.12

— eop ~ 40410978

Figura 6.14 - Convergéncia do gradiente da pressdo no problema 1-A, para
malhas de prismas com diferente amplitude de distorcao.
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o A=0

—— ep~17.61 >0
o A=004

—— €p ~18.78 ¥
o A=008

—— €p ~2210 >0

v A=012
—— ep~27310"%

0.1

Figura 6.15 - Convergéncia da pressdao no problema 1-A, para malhas de
piramides com diferente amplitude de distor¢ao.

) A=0
— egp ~ 250 1000
a  A=0.04
10 — €vp ~2.78hl‘0
Q
g o A=0.08
© 0.998
—— €yp ~331h
v A=012
o eop ~ 418109

Figura 6.16 — Convergéncia do gradiente da pressdo no problema 1-A, para
malhas de piramides com diferente amplitude de distor¢ao.

Para finalizar esta secdo sdo apresentados resultados obtidos em uma
sequéncia de malhas hibridas. A estrutura das malhas hibridas utilizadas
no teste pode ser evidenciada na figura 6.17, a qual mostra as trés malhas
mais grosseiras da sequéncia. Todas as malhas tém uma porg¢ao central
cuiibica formada por elementos hexaédricos regulares, cuja dimensao é 40%
da dimensdo do dominio. A porcao externa é formada por elementos te-
traédricos, existindo entre ela e a por¢ao central uma regido de transicdo
formada por piramides.

Os resultados correspondentes a convergéncia das trés normas ana-
lisadas sdo apresentados nas figuras 6.18, 6.19 e 6.20, respectivamente.
Para fins de comparacao, os gréficos incluem resultados ja apresentados,
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=N
(a) Hexaedros: 27 (b) Hexaedros: 64 (c) Hexaedros: 343
Piramides: 54 Piramides: 96 Piramides: 294
Tetraedros: 2754 Tetraedros: 6395 Tetraedros: 38811

Figura 6.17 — Trés malhas hibridas utilizadas nos testes de convergéncia.

correspondentes as malhas regulares de hexaedros e tetraedros. No caso
da convergéncia dos erros da pressdo, os valores obtidos para a norma
desses erros nas malhas hibridas sdo levemente maiores que os obtidos
nas malhas de hexaedros e tetraedros. A taxa de convergéncia também
é levemente menor, contudo, os trés valores sao bastante proximos entre
si. No caso da convergéncia do gradiente e dos fluxos, os valores obtidos
para as normas dos erros nas malhas hibridas sdo intermediérios entre os
das malhas hexaédricas, que sempre sdo menores, e os das malhas tetraé-
dricas. No caso da norma dos erros para os fluxos, os valores nas malhas
de hexaedros sdo significativamente menores e a taxa de convergéncia é
maior, pelo fendmeno de superconvergéncia comentado previamente. Os
valores dessa norma e a taxa de convergéncia nas malhas hibridas conside-
radas sdo mais proximos dos valores obtidos com as malhas tetraédricas.

6.1.2 Problema 1-B

No problema de difusao 1-B, descrito também pelas equacoes (6.1) e (6.2),
é considerado um tensor permeabilidade cujas componentes sdo funcoes
das coordenadas espaciais. O objetivo deste problema é determinar como
esse tipo de anisotropia influencia a convergéncia da solucdo numérica
obtida com a formulacdo proposta.

O tensor permeabilidade e a solucdo exata para o problema 1-B estdo
especificados na figura 6.21. Neste caso empregou-se a técnica das solu-
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Figura 6.18 —- Comparacdo da convergéncia da pressdo no problema 1-A,

h

0.1

Hexaedros
ep ~9.88 B 2010

Tetraedros
€p ~12.05 1%

Hibrida
€p ~11.51 B 0%

em malhas hexaédricas, tetraédricas e hibridas.

Figura 6.19 - Comparacdo da convergéncia do gradiente da pressdo no
problema 1-A em malhas hexaédricas, tetraédricas e hibridas.

0.1

Figura 6.20 - Comparacdo da convergéncia dos fluxos no problema 1-A,

0.1

Hexaedros
evp ~127 1%

Tetraedros
evp ~6.23h%%

Hibrida
Eop ~4.87 11064

Hexaedros

€q ~0.71 h*124

Tetraedros
€q~ 596 h*%7

Hibrida
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em malhas hexaédricas, tetraédricas e hibridas.
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¢des manufaturadas [72]. Isto é, substituindo a solucdo exata na equagao
diferencial, obteve-se o termo fonte (x, y, z) correspondente. O referido
termo fonte foi obtido com auxilio de um software de matemadtica simboé-
lica e incorporado diretamente ao cdigo em C*™* implementado para ob-
ter a solugdo numérica. Além disso, os valores prescritos como condicdo de
Dirichlet no contorno do dominio, para a obtencao da solugao numérica,
foram determinados a partir da prépria solucao exata.

Dominio
yi+z2+1 —xy -xz
K= —xy x24+z2+1 -yz
—xz -yz x24+y2+1

~
I

x3y?z + xsin(2nxz)sin(2rxy)sin(27z)

Figura 6.21 — Problema 1-B.

Da mesma forma que no problema 1-A, foram consideradas sequén-
cias de malhas progressivamente refinadas para analisar a convergéncia
das trés normas, €p, €yp € €g- No entanto, neste caso unicamente foram
empregadas malhas regulares, sem nenhuma distorcdo, a fim de isolar o
efeito da anisotropia do tensor K. Os resultados obtidos sdo apresentados
nas figuras 6.22, 6.23 e 6.24. Nos gréficos sdo comparadas as normas dos
erros nas malhas regulares de hexaedros, tetraedros, prismas e pirdmides,
e também nas malhas hibridas empregadas no problema anterior.

No caso da norma do erro associado a pressdo, nas malhas regulares
novamente observa-se convergéncia de segunda ordem. J4 nas malhas
hibridas, a taxa de convergéncia é menor, embora os valores da norma do
erro nao sejam muito diferentes do que nas outras malhas. No caso das
normas dos erros relativos ao gradiente e aos fluxos, as taxas de convergén-
cia encontram-se em quase todos 0s casos proximas de primeira ordem. A
excecdo é o caso da norma dos fluxos nas malhas hibridas, que apresenta
uma taxa de convergéncia ligeiramente maior.
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1073

10%

€p

1034

Figura 6.22 - Convergéncia da pressdo no problema
diferente topologia.

Hexaedros
€p ~ 5.41 h2008

Tetraedros
ep ~ 118511078

Prismas

€p ~9.25 1993
Piramides

€p ~9.37 h 19
Hibrida

€p ~ 48411781

1-B em malhas de

Hexaedros

€vp ~2.09 B 0%

Tetraedros

€vp ~ 6341

Prismas
€vp ~3.63 107
Piramides
€vp ~4.06
Hibrida

€vp ~6.34

h 1.006

h 1.047

Figura 6.23 — Convergéncia do gradiente da pressdo no problema 1-B em

malhas de diferente topologia.

Figura 6.24 - Convergéncia dos fluxos no problema
diferente topologia.
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6.1.3 Problema 1-C

No problema 1-C considera-se um tensor permeabilidade descontinuo.
Conforme mostra a figura 6.25, a descontinuidade se encontra localizada
no plano x = %, que divide o dominio em duas regides.> Para x < % a per-
meabilidade é dada pelo tensor identidade, enquanto que na outra regido
é dada por um tensor com duas dire¢oes principais rotacionadas 45° em
relacdo aos eixos x e y, e a terceira coincidente com o eixo z. Os autovalo-
res desse tensor sao {1, ¢, 1}, sendo £ um pardmetro que permite controlar
o nivel de anisotropia na regido x > % Nos resultados apresentados nesta
secdo considerou-se £ = 1074,

T z Dominio

1
1 se X S 5
— I+e  1-¢
e oa 1
—E £
3 3 0 se x >3
0 0 1

b %(xl— %) [(1+s)siny+(1—e)cosy] +siny+z sex < %
e "2siny+z sex >

Figura 6.25 — Problema 1-C.

A solucao analitica considerada para o problema, especificada na fi-
gura 6.25, satisfaz a condicao de fluxo continuo através da superficie de
descontinuidade, como requerido na equacéo diferencial (6.1). A densi-
dade de fluxo nessa superficie é dada por

—KVP-u,| _, = —3[(1+¢)siny +(1—¢)cosy], (6.11)

5 0 problema 1-C é uma generalizagdo do problema 4.4 apresentado na referéncia [32].
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em que u, =(1,0,0) é o vetor unitario normal a superficie x = %
Mediante substituicdo da solucao analitica na equacao diferencial (6.1),
determina-se o termo fonte correspondente, o qual é dado por
1 1 [ . . 1
(x—= 1+e¢)siny +(1—¢€)cos ]+sm se X < =
Y = 3 ( z)(1 )siny +(1—#) cosy y 2 (6.12)
—(1—¢g)e* " 2cosy sex > % .

Como nos problemas anteriores, para o problema 1-C sao apresen-
tados a seguir resultados da convergéncia das normas dos erros €p, €yp
e ¢;. Esses resultados encontram-se nos graficos das figuras 6.26, 6.27 e
6.28, respectivamente. Para a obtencao das solu¢des numéricas, os valores
prescritos no contorno como condi¢do de Dirichlet foram determinados a
partir da solucao analitica do problema.

No problema 1-C somente foram consideradas as sequéncias de ma-
lhas regulares de hexaedros, tetraedros, prismas e piramides, utilizadas
para os problemas anteriores. Neste caso, os valores observados para as ta-
xas de convergéncia coincidem quase exatamente com os valores tedricos,
independentemente da topologia dos elementos da malha. Isto é, segunda
ordem para os erros na pressdo, e primeira ordem para os erros no gra-
diente e nos fluxos. Apesar dessa regularidade nas taxas de convergéncia,
observa-se diferencas pronunciadas nos valores das normas dos erros para
diferentes tipos de elementos considerados.

6.2 Problema 2: adveccdo nao-linear

Nesta se¢do é considerado o problema de adveccdo descrito pela equagao

Js
N 4+V-(F,v) =0emQ, (6.13)
em que F,(s) € uma funcdo néo-linear e v é o vetor velocidade. No pro-
blema considerado, o dominio 2 é o cubo unitdrio 0<x<1; 0<y <1;
0<z<l
A equacao (6.13) é uma forma simplificada da equacgao da saturacao,
que forma parte do modelo de deslocamento bifdsico descrito no capitulo
5. No caso mais simples, em que o vetor v é constante, é possivel obter uma
solucdo analitica exata para a equagao (6.13). Com auxilio dessa solucao é
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o Hexaedros
o —— €p ~0.0047 h 1

o Tetraedros

—— €p ~0.0326 1 1%%
-5

10°5 i
& o Prismas
—— €p ~0.0152 1 200
164 v PirAmides

—— €p ~0.0412 B0

Figura 6.26 — Convergéncia da pressdo no problema 1-C em malhas de
diferentes topologias.

o  Hexaedros
—— €vp ~0.098 k10

o Tetraedros
—— €vyp ~0538h10

¢ Prismas
—— €vp ~0363h10

v PirAmides
—— €vp ~0277h!0

Figura 6.27 — Convergéncia do gradiente da pressdo no problema 1-C em
malhas de diferentes topologias.

/ o Hexaedros

2 —— €4 ~0.057h10

o Tetraedros
—— €5 ~0204h*%

g /‘/ o Prismas
—— €g ~0.1221"%

v PirAmides
—— €5 ~0.140h10

Figura 6.28 - Convergéncia dos fluxos no problema 1-C em malhas de
diferentes topologias.
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possivel analisar a convergéncia de solu¢des numéricas para o problema
advectivo, de forma semelhante ao feito nos problemas de difusdo apre-
sentados anteriormente.

Conforme mostra a figura 6.29, para os experimentos numéricos foi
estipulada uma velocidade igual a uy, isto é, uma velocidade unitéria na
direcdo x. Isso implica que o deslocamento acontece somente nessa dire-
¢ao. A superficie de entrada do escoamento é o plano x = 0 e a superficie de
saida o plano x = 1. As outras superficies de contorno nao sdo atravessadas
pelos fluidos. A condi¢do de contorno na superficie de entrada é estipulada

como
s=lemx=0;t>0. (6.14)

Para completar a especificacdo do problema, prescreve-se a condigao
inicial
s=0emQ; t=0. (6.15)

Entrada

Dominio € T z
(x=0)

i P V = Uy

452

Fy(s)= 17+ (1—sp

Figura 6.29 - Problema 2.

O problema especificado é uma descri¢dao simplificada de um pro-
cesso de deslocamento dgua-6leo. O 6leo, que inicialmente preenche o
dominio, é deslocado gradualmente pela d4gua que ingressa por x = 0.
A equacdo diferencial considerada ignora qualquer influéncia da gravi-
dade, da pressao capilar ou da compressibilidade. Unicamente com essas
simplificacoes é possivel determinar uma solucao analitica simples para o
problema, a denominada solucdo de Buckley-Leverett [16].

Na descricdo matemadtica do problema, a forma em que a dgua des-
loca o 6leo durante o processo depende da funcao fluxo fraciondrio. Para
os experimentos numeéricos foi considerada a funcdo indicada na figura
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6.29, a qual corresponde corresponde as curvas de permeabilidade relativa
dadas por k., = s e k,, =(1—5)?, e uma razdo de viscosidades u,/u,, = 4.
A figura 6.30 mostra a representacdo gréfica da fun¢do fluxo fraciondario
considerada.

Fungio Fy Perfil de saturagdo

Figura 6.30 - Func@o fluxo fraciondrio e perfil de saturacdo analitico para o
problema 2.

A equacao 6.13 pode ser transformada em uma equacao diferencial
ordindria, introduzindo a nova variavel independente v = x/t. Portanto, a
solucdo da equacgao é auto-similar, ou seja, apesar de evoluir no tempo, seu
formato geométrico permanece inalterado. A representacdo da solucdo
analitica para o problema 2, em relacdo a variavel independente x/t, é
mostrada também na figura 6.30. Para o tipo de problema fisico conside-
rado, essa curva é usualmente denominada perfil de saturagdo. A referida
solucdo analitica foi obtida segundo o procedimento descrito em [4]. Note-
se que o perfil apresenta uma descontinuidade, a qual é tipica em equacoes
hiperbdlicas nao-lineares como a equacao 6.13.

A fim de analisar a convergéncia de solu¢cdes numéricas para o pro-
blema 2, considerou-se a norma L; do erro na aproximacao discreta do
campo de saturagao. Essa norma, mais adequada para solucoes que apre-
sentam descontinuidades [44, 85], é dada por

€& = > |5(pyp2p) = 5| AV, (6.16)
pEM

Note-se que neste caso ndo é considerada nenhuma normalizac3o,
pois os valores da saturacdo estdo restritos sempre ao intervalo [0, 1].
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Para a obtencdo das solu¢des numéricas, empregou-se uma imple-
mentacao simplificada da formulacao de escoamento bifdsico apresentada
no capitulo 5. Considerou-se um esquema explicito para o avang¢o da so-
lucao no tempo, além de interpolacdo upwind de um ponto para aproxi-
mar o fluxo fraciondrio nas faces dos volumes de controle. A condi¢do de
contorno dada na equacao (6.14) ndo foi implementada como condic¢éo de
Dirichlet, isto é, ndo se forcou que os valores nodais na fronteira de entrada
adquiram o valor s = 1. Em vez disso, como é costumeiro em formulacoes
de volumes finitos, introduziu-se esse valor na equacao de balanco para
os volumes adjacentes, como parte do fluxo advectivo ingressando pelas
faces coincidentes com a fronteira. O fluxo através de uma dessas faces é
dado por (F|s=1) v - ASs, no entanto, como F,|s=1 =1, o fluxo prescrito se
reduz av-ASu.

Uma dificuldade adicional para a andlise de convergéncia no problema
2 é a dependéncia da solugdo com o tempo. Entretanto, o propésito prin-
cipal da andlise é verificar a convergéncia da solugdo numérica ao refinar
progressivamente as malhas. Como uma forma de isolar o efeito do refina-
mento espacial, o passo de tempo foi mantido fixo durante todo o processo
transiente e para todas as malhas. O valor do passo de tempo utilizado foi
At =0.001, o qual satisfaz o critério CFL em todas as malhas consideradas
nos testes.

A fim de se obter uma percepcao inicial do comportamento da norma
do erro da saturacao, a figura 6.31 mostra a variacdo dessa norma com
o tempo, para solucdes em trés malhas estruturadas igualmente espaca-
das, formadas por elementos hexaédricos. Segundo se observa, as cur-
vas apresentam um crescimento oscilatério na parte inicial. Uma vez que
na equagdo (6.16) apenas sdo considerados valores discretos da solugao
analitica, a posicao exata da descontinuidade nessa solu¢do, em um dado
instante de tempo, ndo pode ser percebida pela norma considerada. Além
disso, a maior parte dos erros se concentram na vizinhanca da desconti-
nuidade. Essas duas particularidades explicam o comportamento oscilat6-
rio na parte inicial das curvas. Ao redor de ¢ = 0.6, a descontinuidade aban-
dona o dominio e a partir desse instante observa-se uma redu¢do nos valo-
res da norma do erro. Uma vez que, como ja mencionado, o erro encontra-
se concentrado principalmente em torno a descontinuidade, grande parte
dele é advectado para fora do dominio quando a descontinuidade atra-
vessa a fronteira de saida.
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10° «f/\/\/\/\/\/\/\/\\\\ —— Malha 10x10x10
M —— Malha 40x40x40
& 442 N —— Malha 100x100x100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.31 - Variacdo temporal da norma do erro na saturacdo no pro-
blema 2, para trés malhas de hexaedros regulares.

No intuito de analisar a taxa de convergéncia das solu¢des numeéricas,
foram selecionados quatro instantes de tempo: t = {0.25,0.5,0.75,1}. Nos
dois primeiros, a descontinuidade se encontra ainda no interior do domi-
nio, enquanto que nos dois Gltimos, ela ja atravessou a fronteira de saida.
Os valores determinados para a norma do erro, em malhas hexaédricas
regulares, encontram-se representados na figura 6.32, versus o tamanho
representativo dos elementos. Da mesma forma que para os problemas
difusivos, os gréficos incluem ajustes dos valores obtidos a expressoes da
forma g, = ah?.

o t=025
€ ~0.36 10682

o t=0.50
€ ~ 0.46 h %7

o =075
€ ~ 033108

v t=1.0
€ ~ 027 h*8?

0.01 0.1

Figura 6.32 — Convergéncia do erro da saturacdo em 4 instantes de tempo,
para malhas hexaédricas regulares.

Para t =0.25 e t = 0.5, a taxa de convergéncia observada é de aproxi-
madamente 0.68. Este valor € inferior a taxa de primeira ordem que seria
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esperada para uma formulacdo em que é utilizada interpolacdo upwind,
cuja acurdcia é formalmente de primeira ordem [78]. Entretanto, a partir
de consideragdes tedricas é possivel mostrar que, em presenca de descon-
tinuidades, a ordem de acurdcia de um esquema numérico de primeira
ordem pode ser reduzida a metade [85]. Para os outros dois instantes de
tempo considerados, t =0.75 e t =1, a taxa de convergéncia observada é
de aproximadamente 0.85 em ambos os casos. Como para esses tempos
nao hd mais descontinuidade no dominio, a solugdo é suave e, portanto,
era de se esperar uma taxa de convergéncia mais préxima de 1. Porém, em
nenhum dos muitos casos testados, inclusive com perfis de saturacdo sem
qualquer descontinuidade, obtiveram-se valores da taxa de convergéncia
maiores aos apresentados aqui.

A seguir sao apresentados resultados com malhas distorcidas de ele-
mentos hexaédricos, do tipo considerado anteriormente nos problemas de
difusdo. A convergéncia da norma do erro para essas malhas, no instante
t = 0.5, encontra-se representada na figura 6.33. Nota-se pouca influéncia
da distorcao das malhas sobre a forma como o valor da norma do erro
é reduzida. Os valores da taxa de convergéncia obtidos nos ajustes para
as malhas distorcidas é ligeiramente maior que no caso da malha regular.
Apesar disso, os valores da norma dos erros para essas malhas sdo ainda
levemente maiores do que na malha regular.

o A=0
—— €& ~ 046 1"

o A=004
—— € ~0551%716
o A=008

—— € ~055K%7

v A=012

& ~ 0561072

0.01 0.1

h

Figura 6.33 - Convergéncia do erro da satura¢do em ¢ = 0.5, para malhas
hexaédricas apresentando diferente amplitude de distorcao.

A fim de se obter uma visdo alternativa da influéncia da distorcao
das malhas sobre a solu¢ao numérica, na figura 6.34 sao comparados os
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campos de saturacdo correspondentes a solucdo analitica e as solucdes
numéricas nas malhas com distor¢cao. Os campos para as solu¢des numé-
ricas correspondem, de forma aproximada, ao plano y = 0.25 das malhas
de 21 x 21 x 21 elementos hexaédricos. Esse é um dos planos em que a
distor¢cao das malhas é méxima.

Uma das primeiras particularidades a ser notada na figura 6.34 é o
aparente adiantamento da descontinuidade nas solu¢ées numéricas. Em
realidade, devido ao caréter difusivo dos erros, a descontinuidade encontra-
se espalhada em uma espessura equivalente a dois ou trés elementos. Isso
causa uma leve variacdo da saturacao diante do que seria a posi¢do exata
da descontinuidade, dando a impressao de ser a prépria descontinuidade
na solu¢do numérica. Por outro lado, a deformacao da geometria da des-
continuidade nao é tao severa quanto a deformacdo da malha. Devido
ao carater senoidal da distor¢do das malhas, a deformacdo da descon-
tinuidade adquire também formato senoidal. Provavelmente por causa
disso é que erros adicionais no campo de saturacdo se cancelam e, como
resultado, ndo hd um incremento aprecidvel na norma do erro para as
malhas distorcidas.

Para finalizar a apresentacdo de resultados relativos ao problema 2, na
figura 6.35 é comparada a convergéncia do erro da saturacdo para malhas
formadas por outros tipos de elementos. Os resultados correspondem ao
instante ¢ = 0.5, para malhas regulares de hexaedros, tetraedros, prismas
e piramides. Em cada um desses tipos de malhas, a taxa de convergéncia
observada é similar a previamente obtida para o problema 2.

6.3 Verificacao do modelo de poco

Na secao 5.5 foi apresentado um modelo de poco adequado para uso em
malhas ndo-estruturadas. Nesta secao procura-se verificar essa aborda-
gem, mediante comparacao de resultados obtidos utilizando o modelo com
resultados de uma solucdo de referéncia. Infelizmente nao foi possivel
encontrar uma situacao para a qual seja possivel determinar uma solu¢do
exata para um problema envolvendo um poco. A situacao na qual é factivel
obter uma solucdo analitica para o escoamento em torno a um poco ja
é empregada como parte do procedimento de determinacgdo dos indices
de poco, portanto, ndo é adequada para verificar o modelo. Considerou-
se como solu¢do de referéncia, por tal razdo, uma solu¢do numérica em
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Figura 6.34 — Campos de saturacdo no plano y = 0.25 correspondentes a

solucdo analitica e a solucdes numéricas obtidas em malhas

com diferentes amplitudes de distorcao.
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o Hexaedros
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Figura 6.35 — Convergéncia do erro da saturacdo em ¢ = 0.5, para malhas
regulares de diferentes topologias.

uma malha extremamente refinada na vizinhanca do poco, com a qual é
possivel dispensar o uso de um modelo de poco.

A geometria dos problemas considerados estd especificada na figura
6.36. Trata-se de um dominio paralelepipédico que contém um poco reto
de raio 0.1 m, inclinado em relacéo as fronteiras.> Em todos os problemas
apresentados a seguir, o escoamento ingressa ao dominio pela fronteira
x = 0 e o abandona através do pogo. Todas as restantes fronteiras sdo
consideradas impermeéveis.

Entrada

-~ Pogoderaio 0.1m

7 ~(850,400,200)

., (1000,500,250)

Figura 6.36 — Geometria do dominio e do poco.

6 Todas as coordenadas indicadas na figura 6.36, as quais determinam a geometria do
problema, estdo em metros.
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Duas malhas ndo-estruturadas foram empregadas para os experimen-
tos numéricos nesta secao. A primeira malha, denominada malha M-1, é
utilizada para obter a solucdo de referéncia. Nela, a superficie do poco,
isto é, a interface entre o poco e o meio circundante, é discretizada com
elementos de contorno triangulares. No modelo numérico para a solugao
de referéncia, portanto, essa superficie é considerada como uma fronteira
do dominio. Conforme ilustra a figura 6.37, a malha volumétrica est4 for-
mada exclusivamente por elementos tetraédricos. Dado que o raio do poco
é vérias ordens de grandeza menor que as dimensoes do dominio, foi ne-
cessdrio considerar uma reducgao gradual do tamanho dos elementos até
a superficie do poco, conforme mostra a referida figura. Esse refinamento
permite discretizar adequadamente a superficie do poco e captar com sufi-
ciente precisao na solucdo numeérica o forte gradiente de pressdo adjacente
ao poco. Entretanto, esse tratamento exige um ntimero desproporcional
de elementos em relacdo a magnitude do problema considerado, mais de
5 milh6es de elementos, como indica a figura 6.37.

Malha de tetraedros

- Numero de elementos: 5 106 860
Numero de vértices: 875 919

Figura 6.37 — Malha M-1: superficie do poco discretizada com elementos
de contorno triangulares.

A segunda malha considerada é a malha M-2, mostrada na figura 6.38.
Nesta malha o poco é representado de forma discreta como uma sequéncia



EXEMPLOS DE APLICAGAO 135

de elementos unidimensionais. Ao redor do poco, a malha volumétrica
possui formato cilindrico, como mostrado no detalhe da figura 6.38, com
uma camada de prismas e duas camadas de hexaedros. A porcao restante
do dominio é discretizada com elementos tetraédricos, além de alguns
elementos piramidais na regido de transicdo. Note-se que o niimero total
de elementos e o niimero de vértices na malha M-2 sdo duas ordens de
grandeza menores que na malha M-1.

Malha do pogo

e Malha mista

P Numero de tetraedros: 27 535
- Numero de hexaedros: 336
- Numero de prismas: 168
Ntimero de pirdmides: 192
Submalha cilindrica Numero de vértices: 5779

Figura 6.38 — Malha M-2: poco discretizado com elementos de po¢o unidi-
mensionais.

No dominio mostrado na figura 6.36 foram resolvidos trés problemas
de escoamento monofasico incompressivel em regime estaciondrio. A equa-
¢ao diferencial considerada para descrever tal tipo de escoamento é

K
—V-;VP =0, (6.17)

que provém da substituicdo da velocidade de Darcy na equacao de conser-
vac¢ao de massa, a qual, para o caso considerado, reduz-seaV-v = 0. Para
simplificar ainda mais a anélise, desconsiderou-se também a influéncia da
gravidade sobre o escoamento.

A especificagdo matemadtica do problema é completada pelas condi-

¢oes de contorno
P = 1000 bar em x =0, (6.18)
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P =1 bar em 0Qyqy, (6.19)

onde 994y é a superficie do po¢o. Conforme mencionado previamente, as
restantes fronteiras do dominio sao consideradas impermeaveis.

A rigor, a condicao (6.19) somente é considerada quando o problema
é resolvido numericamente na malha M-1. Quando a solucdo é obtida na
malha M-2, emprega-se o modelo de poco, definido pela equacdo (5.49).
Nessa equacdo considera-se II =1 bar ao longo de todo o pocgo, isto é,
o mesmo valor de pressdo considerado na malha M-1 como pressao na
superficie do poco. Os valores dos indices de poco para todos os volumes
de controle em contato com o poco sao determinados segundo o procedi-
mento descrito na se¢ao 5.5.

A seguir sao apresentados resultados de trés casos, os quais diferem no
tensor permeabilidade, o qual é uniforme em todo o dominio. Na figura
6.39 estdo especificados os tensores permeabilidade considerados. Nos
trés casos o valor da viscosidade do fluido é 1073 Pa-s.

K [m?]

Meio homogéneo de 1 00

permeabilidade K Problema 3-A 10713 10

1

1 0 O

Problema 3-B 1078 1 0

0.1
0.0786 —0.0343 —-0.0171
Problema3-C 1071 0.2251 —0.3874

0.8063

Figura 6.39 - Tensor permeabilidade para os problemas 3-A, 3-B e 3-C.

6.3.1 Problema 3-A

No problema 3-A, a permeabilidade é um tensor esférico e o meio poroso €,
portanto, isotrépico. Os campos de pressao obtidos nas malhas M-1 e M-2
sdo comparados na figura 6.40. Os graficos mostram a varicdo do campo
nas fronteiras externas, assim como algumas superficies de valor constante
ou isosuperficies. Observa-se uma proximidade notdvel no formato das
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isosuperficies, considerando que a malha M-2 é muito mais grosseira do
que a malha M-1. As isosuperficies apresentam um formato agucado na
vizinhanca do poco por causa do elevado gradiente nessa regido.

(@

1000

750.25

PRESSAO [bar]

500.5

I 250.25
1

Figura 6.40 — Comparagdo dos campos de pressdo para o problema 3-A
resolvido nas malhas M-1 e M-2.

No problema especificado, o valor de pressdo na interface entre pogo
e reservatério € mantido constante ao longo do poco. Nessa circunstancia,
o resultado relevante para o pogo € a vazdo. A vazdo que ingressa em um
poco nao é uniforme e, em geral, apresenta variacdo significativa ao longo
do seu comprimento. Se u for a coordenada ao longo do poco, a vazao total
que abandona o reservatoério pelo poco serd dada por

oy = | @ du, (6.20)
w
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em que a derivada @’ = dw/du pode ser aproximada, no problema dis-

creto, por ,
@’ ~ @y /Auy. (6.21)

Esta aproximagao é adequada para a solu¢do na malha M-2, sendo @,
a vazdo para um volume de controle associado ao pogo e Au, a dimensao
desse volume na dire¢do axial do pogo. A figura 6.41 apresenta a varia-
¢do de @’ ao longo do pog¢o no problema 3-A, determinada em ambas as
malhas. Para determinar os valores na malha M-1, a superficie do pogo
foi dividida em 100 fatias do mesmo comprimento, somaram-se os valores
da vazdes através de todos os elementos de contorno em cada fatia e o
resultado foi dividido pelo comprimento da respectiva fatia. Conforme
se pode observar na figura 6.41, a concordancia entre os resultados em
ambas as malhas € notével, tanto na variacao de @’, quanto no valor total

da vazao.
0.010+
—— Solugdo na malha M-1
0.008 o Solugdo na malha M-2
2 0,006
£
Ny 0.0044
]
0.002 4
0.000

T T 1

0 300 600 900
u [m]

Vazio total @ [m?/s]
Malha M-1 2.422
Malha M-2 2.428 Erro: 0.2%

Figura 6.41 — Comparacao dos resultados de vazao no pogo para o pro-
blema 3-A.

6.3.2 Problema 3-B

No problema 3-B, as direcoes principais do tensor K coincidem com as
dire¢oes coordenadas, entretanto, a permeabilidade na direcdo z é um
décimo da permeabilidade nas outras direcoes. As figuras 6.42 e 6.43 apre-
sentam os resultados correspondentes a este problema.
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()
—B 1000
©
2 75025
o
'g 500.5
(b) @
u I 25025
o
1

Figura 6.42 — Comparacgdo dos campos de pressdo para o problema 3-B
resolvido nas malhas M-1 e M-2.

0.005 — Solugdo na malha M-1

0.004 o Solugdo na malha M-2
3 0.003
o~ ! B
E
g 00024

0.001 4

0.000 T T T

0 300 600 900
u [m]

Vazio total @y [m*/s]
Malha M-1 1.217
Malha M-2 1.146 Erro: 5.8%

Figura 6.43 - Comparacdo dos resultados de vazdo no pogo para o pro-
blema 3-B.
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Conforme se pode evidenciar na figura 6.42, as isosuperficies apre-
sentam um formato achatado na direcado z, pelo fato da permeabilidade
ser menor nessa direcdo. Em geral, em problemas como o resolvido, a
componente maior do gradiente de pressdo estd orientada na direcao da
menor permeabilidade e, portanto, as isosuperficies tendem a ser perpen-
diculares a essa direcao.

Dos trés problemas considerados aqui para verificar o modelo de poco,
o problema 3-B é o que maior discrepancia apresenta entre os resultados
nas malhas M-1 e M-2. Isso é mais evidente nos resultados da vazdo no
poco, mostrados na figura 6.43. A causa mais provavel para essa discrepan-
cia encontra-se no procedimento de determinacdo dos indices de poco.
Quando o problema numérico é resolvido em uma porcao de malha ao
redor de um elemento de poco, como a ilustrada na figura 5.7, assume-
se que a vazdo pelas fronteiras transversais é desprezivel. Essa hip6tese
é aceitavel quando o meio for isotrépico, situacdo em que o escoamento
serd radial na vizinhanca imediata do poco e, portanto, o gradiente de
pressdo apontara sempre na direcao radial. Em um meio anisotrépico, no
entanto, pode existir uma componente importante do gradiente na dire¢do
axial, pelo fato comentado previamente do gradiente tender a orientar-se
na direcdo de menor permeabilidade. A omissdo da vazdo axial induzida
por essa componente pode estar causando um desvio no valor dos indices
de poco calculados, o qual, por sua vez, estaria provocando a maior discre-
pancia observada no problema 3-B.

6.3.3 Problema 3-C

A permeabilidade especificada para o problema 3-C é dada por um tensor
cheio, isto é, um tensor com todas as componentes ndo-nulas. Os valores
principais do tensor sdao 10714, 10713 e 1015 m?, associados aos autove-
tores (0.873,—0.436,—0.218), (0,—0.447,0.894) e (—0.488,—0.781,—0.390),
respectivamente. Os resultados relevantes para este problema estao resu-
midos nas figuras 6.44 e 6.45.

Uma das caracteristicas destacaveis dos resultados do problema 3-C
é a vazdo quase nula na porc¢do inicial do poco.” Como se pode deduzir
da figura 6.44, a maior variacdo da pressdo estd concentrada na regiao

7 Inicial em relagdo a coordenada u que, como mostrado na figura 6.45, tem sua origem
no topo do poco.
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Figura 6.44 — Comparacgdo dos campos de pressdo para o problema 3-C
resolvido nas malhas M-1 e M-2.

0.0020 - — Solugdo na malha M-1
o Solugdo na malha M-2
__ 0.0015
&
E 0.0010+
B8
0.0005 -
0.0000 f
0 300 600 900
u[m]

Vazio total @y [m?/s]
Malha M-1 0.2586
Malha M-2 0.2636 Erro: 1.9%

Figura 6.45 — Comparac¢do dos resultados de vazdo no poco para o pro-
blema 3-C.
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proéxima a fronteira de entrada. No outro extremo do dominio, a pressdo
é praticamente constante, o que implica um gradiente nulo nessa regido. A
vazao nula na parte superior do poco é concordante com essa distribuicao
espacial da pressdo. Por outro lado, é possivel observar que as isosuperfi-
cies de pressdo tendem a se posicionar perpendicularmente ao autovetor
(—0.488,—0.781,—0.390), o qual esté associado ao menor autovalor do ten-
sor permeabilidade.

6.4 Problema 4: deslocamento bifasico

Para finalizar este capitulo sao apresentados alguns resultados correspon-
dentes a um problema em que o escoamento é descrito pelo modelo de
deslocamento bifdsico apresentado no capitulo 5. Trata-se do processo
de recuperacao secunddria de 6leo em um reservatério tridimensional, no
qual existem trés pocos injetores e dois pocos produtores. Um esbog¢o da
geometria e da malha considerada é mostrado na figura 6.46.

Pogo P-2 Dominio
N\ Dimensdo maxima em x: 200 m
Pogo I-3 i : ) Dimensdo maxima em y: 200 m
L\ Dimensdo maxima em z: 130 m
b Pogo I-2
\ Malha

Numero de tetraedros: 35286
Numero de hexaedros: 544
Nutmero de prismas: 544
Ntimero de piramides: 576
Numero de vértices: 8073

Pogo I-1

Figura 6.46 — Malha néo-estruturada para o problema 4.

O reservatorio possui trés camadas de diferentes rochas, as quais apre-
sentam propriedades fisicas diferentes. A geometria das camadas e os
valores das propriedades correspondentes sdo apresentados na figura 6.47.
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Camada2—

Camada3—_ ~

¢ K [m?]
775 13.0 36.7
Camada 1 0.15 1071° 925 21.2
40.0

17.5 —-10.0 -8.2
Camada 2 0.13 1071 59 47
16.7

226 —12.8 122
Camada 3 0.18 1071 78 71
40.0

Figura 6.47 — Propriedades fisicas associadas as camadas do reservatoério
no problema 4.

Os trés pocos injetores sdo pocos verticais que atravessam integral-
mente a espessura do reservatorio. Ja os dois pocos produtores sao pocos
direcionais, cuja geometria é mostrada de forma esquemdtica na figura
6.48. Conforme indicado nessa figura, a vazao de dgua injetada em todos os
pocos injetores é de 0.005 m3/s. Por outro lado, a pressdo de referéncia para
ambos os pocos produtores é de 10 bar. Para o problema considerado, essa
pressdo corresponde a pressao interna na se¢do onde cada poco atravessa
afronteira superior do reservatério. Em torno a cada um dos pogos a malha
volumétrica tem formato cilindrico, acompanhando a trajetéria da linha
que representa o poco no modelo discreto. A porcao restante da malha do
reservatorio estd formada por tetraedros e algumas pirdmides, na transi¢cao
com as porcoes de geometria cilindrica ao redor dos pogos.
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Raio [m] Condigdo de operagao
Pocos injetores I-1, 1-2, I-3 0.1 @y = 0.005 m¥/s
Pocos produtores P-1, P-2 0.1 Ier = 10 bar

Figura 6.48 — Geometria dos pogos e condi¢des de operacgao prescritas para
o problema 4.

O processo de deslocamento dgua-6leo no reservatério foi simulado
considerando as curvas de permeabilidade relativa dadas por k,,, = s?
e k;, = (1 —s)?, para as fases dgua e 6leo, respectivamente. Os valores
de viscosidade considerados para essas fases foram u,, = 0.001 Pa-s e
Uo = 0.01 Pa-s, respectivamente. Além disso, os valores da densidade das
fases foram fixados em p,, = 1000 kg/m3 e p, = 800 kg/m3, respectiva-
mente. A aceleracdo devida a gravidade especificada foi g=(9.8,0,0) m/s2.
Finalmente, como condi¢do inicial para o processo, considerou-se s = 0
em todo o dominio de solugao. Todas as fronteiras do reservatério sao
impermeadveis.

A seguir sdo apresentados alguns resultados numéricos relevantes, ob-
tidos para o problema com a formulacédo proposta. Os resultados mostra-
dos tém apenas carater ilustrativo, pois, para um problema dessa enver-
gadura é extremamente dificil determinar uma solucao de referéncia para
fins de comparacio.

A figura 6.49 mostra algumas isosuperficies de pressdo em trés esté-
gios do processo transiente. Os niveis de tempo correspondem ao ins-
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Figura 6.49 — Campo de pressao em trés instantes de tempo.
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tante inicial do processo,® e depois de terem-se injetado volumes de dgua
equivalentes a 1 e 2 volumes porosos do reservatério. Na simulagdo de
processos de recuperacdo secunddria de 6leo é usual definir como tempo
adimensional o volume poroso injetado (VPI) que é, precisamente, a fracao
do volume poroso do reservatério equivalente ao volume de 4gua injetada
até um dado nivel de tempo. Matematicamente, tem-se

t
. @y dt
T = ZoyenJy , (6.22)

qujdV

onde a soma no numerador se estende a todos os pogos injetores no domi-
nio. Em todos os resultados apresentados nesta secdo, a grandeza adimen-
sional definida na equacdo (6.22) substitui a varidvel tempo.

A figura 6.50 ilustra a evolucdo do campo de saturagdo mediante iso-
superficies, em trés estdgios iniciais do processo de deslocamento. Em es-
tagios posteriores do processo, a geometria das isosuperficies de saturacdo
torna-se bem mais intrincada, o qual dificulta sua visualizacdo. De forma
complementar, a figura 6.51 mostra a configuragdao do campo de saturagdo
em dua secdes obtidas cortando o dominio com dois planos verticais.

Geralmente, os resultados mais importantes na simulagao de um pro-
cesso de recuperacao sdo referidos aos pocos produtores. Para o problema
considerado, a figura 6.52 apresenta a variacdo das vazdes por unidade de
comprimento, determinadas segundo indica a equacdo (6.21), em trés ni-
veis de tempo selecionados e para os dois po¢os produtores. Essa variacao
é representada em relacdo as coordenadas curvilineas u; e u,, definidas ao
longo dos pogos P-1 e P-2, respectivamente. A origem desses sistemas co-
ordenados estd localizada na secdo em que esses pocos atravessam a fron-
teira superior do reservatério. Complementando os gréficos da figura 6.52,
as figuras 6.53 e 6.54 apresentam a variacao temporal das vazdoes completas
de 6leo, d4gua e a soma de ambas, para os pogos P-1 e P-2, respectivamente.

Nessas figuras pode-se evidenciar que a frente de d4gua chega primeiro
ao poco P-1 do que ao pogo P-2, em um estdgio bastante inicial do pro-
cesso. Essa frente de d4gua procede do poco injetor I-1, o qual se encon-
tra localizado bastante préximo da parte inicial do poco P-1. Uma visao

8 Uma vez que no modelo considerado os fluidos sdo incompressiveis, ap6s um infinité-
simo de tempo do processo de injecao ter-se iniciado, um campo de pressao estabelece-se
em todo o dominio. Esse é o campo mostrado na figura 6.49, para 7 =0.
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Figura 6.50 - Campo de saturacdo em trés instantes de tempo, na parte
inicial do processo transiente.
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7= 0.25VPI

T=1VPI
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Figura 6.51 — Campo de saturacdo em duas secoes transversais do dominio,
para trés instantes de tempo.
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Figura 6.52 — Vazoes ao longo dos pocos produtores em trés niveis de

tempo.
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= —a— Vazdo de dgua
B 0.004 —=— Vazio total
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Figura 6.53 — Variacao temporal das vazdes completas no poco P-1.
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— —o— Vazdo de 6leo
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S —a— Vazido de 4gua
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Figura 6.54 — Variacao temporal das vazdes completas no poco P-2.

mais abrangente do desempenho qualitativo dos pocos produtores pode
ser obtida com o grafico de corte de 4gua. O corte de dgua é definido
como arazao entre a vazao de dgua e a vazao total produzida por um poco.
O gréfico do corte de dgua para os pogos P-1 e P-2 é mostrado na figura
6.55. Nele evidencia-se mais claramente que ndo apenas a dgua chega
mais rapidamente ao poc¢o P-1, como ele produz proporcionalmente mais
4gua durante todo o processo simulado. Apesar disso, o volume de 6leo
produzido por esse poco é maior que o produzido pelo poco P-2, conforme
mostra a figura 6.56. Esse aparente paradoxo pode ser explicado exami-
nando novamente as figuras 6.53 e 6.54, as quais mostram que a vazao total
produzida em um dado tempo pelo poco P-1 é mais do dobro da vazao
total produzida pelo poco P-2. Assim, a vazdo de 6leo produzido pelo poco
P-1 é proporcionalmente menor, em relacdo a vazao total produzida por
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esse poco, porém, ainda assim é maior do a que vazao de 6leo produzida
pelo poco P-2, em termos absolutos.

0.84
—o— Pogo P-1

0.6

—4— Pogo P-2

0.4

Corte de dgua

0.2

0.0

0.0 015 1j0 115 2.0
7 [VPI]

Figura 6.55 — Corte de 4gua nos dois pogos produtores.

310 ——o— Pogo P-1

—&— Pogo P-2

Produgio de 6leo [m°]

0.0 0?5 1?0 1f5 2.0
T [VPI]

Figura 6.56 — Volume de 6leo produzido nos dois pocos produtores.



CAPITULO

Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma formulacao numérica tridimensional,
aplicando o método de volumes finitos baseado em elementos a um mo-
delo de deslocamento de fluidos em reservatérios de petréleo. A formu-
lacdo admite a utilizacdo de malhas nao-estruturadas hibridas formadas
por hexaedros, tetraedros, prismas e pirdmides. Além de proporcionar
uma maior flexibilidade para a representacdo geométrica de reservatérios
tridimensionais, a formulagdo é conservativa no nivel discreto, caracte-
ristica fundamental de todo método de volumes finitos. Por construcao,
todas as aproximacoes numéricas sdo restritas aos elementos da malha
empregada para representar o reservatoério, o qual facilita de forma signifi-
cativa a implementacdao computacional do método. A formulacao admite,
além disso, que a permeabilidade de um meio anisotrépico esteja repre-
sentada por um tensor completo, quando as direcdes principais do tensor
ndo coincidirem com os eixos coordenados. Reservatorios heterogéneos
podem ser representados com permeabilidade e porosidade variando de
um elemento a outro da malha.

Os resultados apresentados no capitulo 6 permitem estabelecer al-
gumas conclusdes quanto ao desempenho de diferentes aspectos da for-
mulacdo. Para os testes nesse capitulo, adotou-se um enfoque em que as
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partes componentes da formulacdo sao testadas de forma separada. Esse
enfoque é comum com modelos numéricos de certa complexidade, pela
dificuldade de se obter solucdes analiticas, para comparar os resultados
numéricos, envolvendo a formulacdo como um todo.

Em problemas puramente difusivos, a taxa de convergéncia observada
para a varidvel da equacao foi de segunda ordem. Essa taxa de convergén-
cia foi a mesma em malhas formadas por hexaedros, tetraedros, prismas
ou piramides. Em um tipo especial de malha hibrida considerado em um
dos experimentos numéricos, o valor da taxa de convergéncia observada
foi ligeiramente menor a 2. Entretanto, a causa para essa reducao pode
estar na diferente estrutura topolégica da por¢ao tetraédrica para diferen-
tes niveis de refinamento, pois na geragdao das malhas nio se teve controle
sobre essa estrutura. Por outro lado, nos testes realizados com malhas
formadas por um tnico tipo de elemento, o valor da taxa de convergéncia
manteve-se praticamente inalterado mesmo quando os elementos das ma-
lhas foram distorcidos. Resultados semelhantes foram obtidos com per-
meabilidade constante e isotropica quanto com permeabilidade variavel e
anisotrépica.

Nos mesmos experimentos numeéricos foi evidenciada uma taxa de
convergéncia de primeira ordem para a aproximacao do gradiente da va-
ridvel e para a aproximacao dos fluxos nas faces dos volumes de controle. A
notdvel excecao foram as solu¢des nas malhas regulares de hexaedros, nas
quais a norma do erro associado aos fluxos nas faces diminui a uma taxa
levemente maior a 2, quando a permeabilidade € isotrépica.

Em um problema advectivo ndo-linear, determinado pela equacao de
Buckley-Leverett, observaram-se taxas de convergéncia com valores infe-
riores ao valor tedrico de primeira ordem associado ao tipo de aproxima-
¢Oes numeéricas consideradas para o termo advectivo. Esse valor tedrico,
contudo, corresponde a casos em que a solucdo é suave, sem desconti-
nuidades. Entretanto, a solu¢do para o problema considerado apresenta
uma descontinuidade que avanca com velocidade constante. Os valores
observados para a taxa de convergéncia em instantes de tempo em que
a descontinuidade se encontra no dominio sdo levemente menores aos
correspondentes a instantes posteriores a sua saida.

Em outro conjunto de problemas, o modelo de pogo considerado neste
trabalho foi testado considerando diferentes tensores permeabilidade. Ante
a caréncia de uma solugdo exata para os problemas considerados, solu-
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¢des numéricas em malhas extremamente refinadas foram consideradas
como ponto de comparacdo para as solucdes em malhas grosseiras em
que o modelo de pogo era utilizado. O grau de concordéancia observado
entre essas solucdes testemunha o desempenho satisfatério da abordagem
proposta neste trabalho para a modelagem dos po¢os no modelo numé-
rico. A maior discorddncia observada nos casos anisotrépicos pode ser
atribuida a hip6tese de vazdo nula em superficies transversais ao poco,
considerada no subproblema auxiliar para a determinacgdo dos indices de
poco. Acredita-se que eliminando essa hip6tese e calculando essas vazdes
a partir da solucao analitica do subproblema auxiliar, os resultados possam
melhorar e se equiparar aos do caso isotrépico.

O dltimo problema apresentado no capitulo 6 permitiu mostrar um
pouco do potencial da formulacao numérica em aplicacoes mais realisti-
cas. Um dominio tridimensional contendo pocos direcionais foi discreti-
zado por uma malha hibrida, formada principalmente por elementos te-
traédricos. Nesse caso, uma malha relativamente grosseira permitiu de-
terminar uma aproximac¢do numérica detalhada de grandezas associadas
ao escoamento nos pocos produtores, 0s quais apresentavam trajetéria
curva no problema considerado. O enfoque considerado para os po¢os na
formulacdo é promissor para casos em que a representacao da trajetéria
dos pocos no modelo numérico seja de importancia critica. Obviamente
que, quando necessdrio, maiores detalhes podem ser introduzidos na mo-
delagem, especialmente no referido a descri¢cdo do escoamento no interior
dos pocos.

E previsivel que no futuro malhas nao-estruturadas tridimensionais
sejam adotadas na simulacao de reservatérios em aplicacdes especificas
que requeiram uma descricao acurada de detalhes geométricos. A possibi-
lidade de considerar malhas com elementos de diferentes topologias e de
refinar facilmente nos locais de maior interesse, tornam as malhas nio-
estruturadas hibridas uma excelente alternativa para a aproximacio da
geometria dos reservatérios. Como visto ao longo deste trabalho, métodos
de volumes finitos baseados em elementos sdo uma opg¢do que oferece
multiplas vantagens. Além de permitir a utilizacdo de elementos de dife-
rente topologia de modo unificado e simples em uma mesma formulacao,
garante a conservacio no nivel discreto, tanto global como localmente,
como todo método de volumes finitos. A aproximagao consistente dos
fluxos para tensores permeabilidade completos, um problema de longa
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data na simulacao de reservatérios com malhas convencionais, é uma ca-
racteristica intrinseca da forma do método apresentada neste trabalho.

Certamente a ado¢ao de malhas nao-estruturadas para a representa-
¢ao de reservatorios de petrdleo ainda requer um longo processo de ade-
quacgdo. O modelo fisico de um reservatério, que € utilizado como base
para a simulacdo dos escoamentos, é resultado de um trabalho multidisci-
plinar envolvendo uma série de operagoes para interpretar dados de campo
e de laboratério. Muitos desses procedimentos estdo fortemente enrai-
zados em representagdes geométricas dos reservatérios mediante malhas
cartesianas ou corner point. Consequentemente, a adaptacdo a uma re-
presentacdo discreta com malhas ndo-estruturadas nao envolve apenas a
formulacdo numérica para resolver os escoamentos, mas todo o conjunto
de ferramentas computacionais empregadas na construcao do modelo fi-
sico do reservatorio.

Com alguns desenvolvimentos complementares, contudo, seria possi-
vel viabilizar a ado¢@o de malhas nédo-estruturadas em situagoes particula-
res. Esses desenvolvimentos poderiam incluir, por exemplo, procedimen-
tos de upscaling para transferir a informacao referente as propriedades
fisicas em modelos convencionais para as malhas nao-estruturadas. Além
disso, podem ser desenvolvidos procedimentos especiais de geracdo de
malha para, apenas nas regides de maior interesse, substituir alguns blocos
de uma malha convencional corner-point por porcées mais refinadas de
malha ndo-estruturada que acompanhem a geometria de componentes
importantes do reservatério. Dessa forma, a maior parte do modelo fisico
ja existente para um reservatorio poderia ser aproveitada e apenas nas
regides discretizadas com malha ndo-estruturada seria necessdrio realizar
upscaling das propriedades fisicas. O intuito, logicamente, seria incremen-
tar a precisao da simulagdo nessas regides de maior interesse.

Seja qual for o cendrio futuro para o uso de malhas nédo-estruturadas
na simulacdo de reservatoérios, o presente trabalho tem procurado contri-
buir apresentando uma formulagcdao numérica apta para o uso dessas ma-
lhas em problemas tridimensionais. Pelos motivos previamente expostos,
a formulacdo serd uma alternativa apropriada para ser adotada, quando as
condicoes forem propicias para a adocdao de malhas ndo-estruturadas na
simulacdo de reservatorios.
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APENDICE

Parametros geométricos

A.1 Determinacao do vetor area de face

Um dos pardmetros geométricos mais importantes em um método de vo-
lumes finitos é a drea das faces que limitam os volumes de controle. No
método de volumes finitos baseado em elementos considerado, as faces
sdo quadrilateros ou tridngulos localizados no interior dos elementos. A
seguir é descrito o procedimento para a determinacdo do vetor drea das
faces quadrilaterais.

A figura A.1(a) mostra uma face quadrangular convexa, cujos vértices
C, L, M e R podem ser nao-coplanares no espaco fisico. A face pode ser
mapeada em um quadrado unitdrio plano, mostrado na figura A.1(b), me-
diante a transformacao de coordenadas

Nk(V, T) Xie»

&
I

<
Il
D= I -

Nk (v, 7) v, (A1)

Ne(v,7) zk.

S
I

b
Il

1

165
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(a) (b)

Figura A.1 - Transformacado de coordenadas para o computo do vetor drea
de uma face quadrangular.

Na transformacdo da equacgdo (A.1) sao consideradas as funcoes de

forma bilineares
NI(V)T) = (1 _V) (1 - T)r

N2(v,7) = v (1—1),
Ns(v,7) = v,
Ns(v,7) =(1—v)7T.

(A.2)

Além disso, na equacdo (A.1), xi, Yk € 2k, k € {1,2,3,4}, sdo as coor-
denadas dos vértices da face no espaco fisico. Convencionalmente, ape-
nas para uso na equagao (A.1), considera-se a seguinte equivaléncia entre
a numeracao dos vértices e a nota¢do indicada para eles na figura A.1:
{C,L,M,R} = {1,2,3,4}. Para a orientacao absoluta do vetor 4rea de face
coincidir com a orientacao da aresta associada, como definido na se¢ao
3.4.2, os vértices da face devem ser ordenados de acordo a regra da mao di-
reita. Isto é, quando o polegar da mio direita apontar no sentido atribuido
a aresta, os outros dedos indicarao o sentido na ordenacao dos vértices.

Considerando a transformacao bilinear definida, o vetor 4rea de face
pode ser determinado mediante integracao no plano transformado, em-
pregando a expressao seguinte [82]

1p1
ASy = f f Oyr X 0,1 dvdr, (A.3)
0 Jo

em quer = xuy +yu, +zu; é o vetor posicdo de um ponto pertencente
ao quadrildtero, no espaco fisico. Os vetores 0, r e J.r sdo tangentes a su-
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perficie da face no ponto correspondente e, portanto, d,r x J;r é um vetor
normal a face. Além disso, o médulo desse produto é um fator de escala
entre as dreas de elementos diferenciais sobre a superficie, no espaco fisico
e no plano transformado.

Realizando a integracdo indicada na equagdo (A.3), obtém-se a se-
guinte expressao para o computo do vetor drea de uma face

3 [e—ym)(ze—2R) = (L —Yr)(2c — 2m) ] uc +
%[(ZC_ZM)(XL_XR)_(ZL_ZR)(xC_xM)]uy+ (A4)
1

2

[(xc —xm) (e —Yr)— (L — X&) (Ve _J/M)] u;.

Esta expressdo € vdlida para quadrilateros planos e nao-planos. O
mddulo do vetor é numericamente igual a drea do quadrilatero definido
pelos quatro vértices. No caso dos vértices ndo se encontrarem em um
mesmo plano, a drea corresponde a uma porc¢ao do hiperboloide de uma
folha [40], definido pela transformacao bilinear (A.1). Para uma face plana,
ASy é perpendicular ao plano da face. Para uma face nao-plana, a direcao
de AS; é a dire¢do média das normais a superficie da face.

E interessante notar que a equacio (A.4) pode ser escrita na forma

compacta
CM X LR. (A.5)

onde CM e LR sdo vetores coincidentes com as diagonais da face quadran-
gular.

Outro fato a destacar é que a aproximacdo numérica da integral da
equacao (A.3) pela quadratura de Gauss [84] com um tnico ponto, isto €,

1,01
J J Oyr X drrdvdr ~ (&,rxé‘fr) :
0 Jo Mt

conduz a expressdo exata para o vetor ASy, dada na equagdo (A.4). A
quadratura de Gauss de um ponto é equivalente a regra do ponto médio
[20], mencionada na se¢do 3.4.2.

A equagdo (A.4) pode ser empregada em todas as faces quadrangula-
res, inclusive as da pirdmide.! J4 o vetor drea para as faces triangulares
desse elemento pode ser determinado mediante o método convencional

) (A.6)

1
2

1 Para manter consisténcia com a notagdo empregada na se¢do 3.4.2, para as faces da
piramide o indice C deve ser substituido pelo indice B na equagao (A.4).
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do célculo da drea de um tridngulo em trés dimensdes. Assim, para a face
triangular de vértices B, L e M, o vetor drea pode ser determinado pela
expressao

BL X BM. (A.7)

gy d - ~ . . . .
onde BL e BM sao vetores coincidentes com dois lados da face triangular.

A.2 Baricentro das faces

Na secdo 3.4.2 foi vista a aproximacao numérica de integrais de superficie.
Uma integral desse tipo, restrita a superficie de em uma face, pode ser ex-
pressa também considerando a transformacéao bilinear definida na secao
anterior. Dessa forma resulta

1 1
Jﬂ-dS =f J O (0yrxo:r)dvdr. (A.8)
f o Jo

O lado direito da equagdo pode ser aproximado por uma quadratura
de Gauss de um ponto, com o qual obtém-se

R (A.9)

fﬂ-dS ~ [ﬂ-(@,,rxﬁfr)]
!

Como mencionado na se¢ao anterior, a avaliacdo do produto o,rx 0. r
no ponto médio de uma face quadrilateral conduz a expressao exata para
o vetor drea. Logo, pode-se escrever

Jq‘)-ds ~ G| 1 ASy. (A.10)
f 2’ 2

Consequentemente, a densidade de fluxo # deve ser avaliada no ponto
cujas coordenadas no plano transformado sdo v = % et = % Esse ponto
é o baricentro dos vértices da face, cuja posicdo no espaco fisico é dada
pela média aritmética das coordenadas dos vértices da face. A menos que
aface sejaum retangulo, a posi¢do do baricentro dos vértices serd diferente
da posicao do baricentro da prépria superficie da face. Entretanto, ja que,

pelos argumentos prévios, a aproximacdo numérica de uma integral na
face requer avaliar o integrando sempre no baricentro dos vértices da face,
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por simplicidade, esse ponto sempre € referido neste trabalho como bari-
centro da face e denotado como f . As figuras A.2, A.3, A4 e A.5 apresen-
tam as coordenadas que determinam a posicao do baricentro das faces do
tetraedro, do hexaedro, do prisma e da piramide, respectivamente. Essas
coordenadas estao referidas ao sistema local definido em cada elemento.

L

] . . .

g 5 n &
4 1 1748 748 | 7/48
6 2 17148  17/48  7/48
> 3 7/48 | 17/48  7/48
3 4 7048 | 7/48 | 17/48
1 r 5 7148 17/48 | 17/48

—

2 6  17/48 7/48 | 17/48

Figura A.2 - Coordenadas locais dos baricentros das faces do tetraedro.

; E & mp o &

' 1 2 4 14

8 2 4 12 14

5 3 2 4 14

9 4 Vs 12 14

6 4 b 5 12 4 34

6 34 12 34

10 i 7 12 34 34
1 " ~J 8 Ve 12 34

9 4 U4 1n

3/4 1/4 1/2

»Q
[38)
w
—
(=]

=
=

3/4 3/4 1/2
1/4 3/4 1/2

—
)

Figura A.3 - Coordenadas locais dos baricentros das faces do hexaedro.
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: g5 m g

s 1 sz U6 4

4 2 sm2 512 14

5 3 16 | 512 1/4

9 4 52 e 34

5 512 512 34

8 3 6 16 5112 3/4

1 —7 7 524 54 12

2 8 712 524 12

3 / 9 sp4 72 1n

Figura A.4 — Coordenadas locais dos baricentros das faces do prisma.

L

7 Q o o .

' ¢ 8 §f Ny g f

1 V229 19

5 2 79 12 19

8 3 1279 1/9

6 . 4 29 12 19
) 7 - 5 1748 1748 7/24

6 3148  17/48  7/24
. 3 7 3148 3148 7/24
E;/ 2 8 1748 3148  7/24

Figura A.5 — Coordenadas locais dos baricentros das faces da piramide.

A.3 Computo do volume de um subelemento

Conforme visto na secdo 3.4.1, o volume de um subelemento pode ser
determinado mediante integracdo no espaco transformado, empregando
a expressao

AV, = f [J| dvene, (A.11)
N

Neste trabalho, o valor da integral foi computado por uma quadratura
de Gauss de um ponto, isto é

AV, ~ [J] AVEE, (A.12)
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em que § € o baricentro dos vértices do subelemento e Aang é seu volume
no espaco transformado. A equagao (A.12) fornece um valor exato para os
subelementos do tetraedro e aproximado para outros elementos.

Para utilizacdo na equacao (A.12), as coordenadas locais dos baricen-
tros dos subelementos, além dos volumes no espago transformado, sdao
indicados nas figuras A.6, A.7, A.8 e A.9, respectivamente, para o tetraedro,

o hexaedro, o prisma e a piramide.

o

&

17/96

Subel.

15/32
17/96

NI SR

17/96

s

17/96
17/96
15/32
17/96

4]

17/96
17/96
17/96
15/32

AVEN

N

1/24
1/24
124
1/24

Figura A.6 — Coordenadas locais dos baricentros e volume dos subelemen-

tos do tetraedro.

T 4
: § &s
8 1 1/4
6 2 3/4
7 3 3/4
1 4 4 1/4
2 5 1/4
3 ~J 6 3/4
. 7 3/4
;/ 8 1/4

1/4
1/4
3/4
3/4
1/4
1/4
3/4
3/4

Ls

1/4
1/4
1/4
1/4
3/4
3/4
3/4
3/4

1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8

Figura A.7 — Coordenadas locais dos baricentros e volume dos subelemen-

tos do hexaedro.
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4
g &  ms & AEHE
4
6 1 5/24 5/24 1/4 1/12
5 2 7/12 5/24 1/4 1/12
1 3 5/24 7112 1/4 1/12
3 4 5/24 5/24 3/4 1/12
2 5 7/12 5/24 3/4 1/12
6 5/24 7112 3/4 1/12

\7)

»<

Figura A.8 — Coordenadas locais dos baricentros e volume dos subelemen-
tos do prisma.

7
E q : . &g
= &s s I AV
w
5 1 29/9  29/96  7/48 1/18
2 67/96 = 29/96 7/48 1/18
! 4
T 3 67/96 = 67/96 7148 1/18
—
2 4 29/9 67/9  7/48 1/18
5 12 172 13/24 1/9

Figura A.9 — Coordenadas locais dos baricentros e volume dos subelemen-
tos da piramide.



