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RESUMO

Hoje a simulacdo de reservatdrios tem sido empregada freqiientemente na industria petroli-
fera como uma ferramenta de anélise de campos exploratérios. Este tipo de anélise pode ocorrer
antes do processo de recupera¢do, como uma forma de planejamento e predi¢do de produgdo, ou
mesmo durante o processo de exploracdo, auxiliando no planejamento estratégico de uma em-
presa. Para que isto seja possivel os simuladores t€m sido sensivelmente aprimorados ao longo
dos anos, possuindo a capacidade de empregar cada vez mais os dados geoldgicos que repre-
sentam os reservatérios. Ainda, a forma pela qual as equacdes empregadas sdo discretizadas
também foi modificada devido a necessidade de maior acuricia nos cdlculos. Atualmente méto-
dos de volumes finitos sdo empregados e diversos tipos de malhas sdo utilizados. A tendéncia
quanto as malhas utilizadas nas simulacdes de reservatdrios € a substitui¢do das tradicionais
malhas corner-point pelas malhas nao-estruturadas que podem facilmente se adaptar a falhas e

fraturas, assim reproduzindo fielmente a geometria do problema a ser descrito.

Neste contexto dois métodos numéricos sdo explorados neste trabalho, o Método de Apro-
ximag¢do do Fluxo por Multiplos Pontos (MPFA) e o Método de Volumes Finitos baseado em
Elementos (EbFVM). O intuito essencial € obter uma comparacao das metodologias, onde um
modelo simplificado de escoamento no interior da matriz porosa € utilizado. Para obten¢do das
equacdes discretas as equagdes diferenciais que regem o problema fisico sdo obtidas a partir da
integracdo das mesmas em volumes de controle discretos sem nenhuma correlacdo direta com
os métodos, deixando claro que ambos sdo métodos de volumes finitos, apesar das diferentes

nomenclaturas.

As principais diferencas entre os dois métodos sdo obtidas durante a derivagdo dos termos
de fluxo presentes na equacao da pressao. Uma andlise dos coeficientes presentes nas equacoes
discretas € empregada para demonstrar a monotonicidade da solug@o obtida pelos dois méto-
dos. Exemplos de aplicacdo com reservatdrios anisotropico e heterogéneo demonstram tipicas

solugdes a serem obtidas quando estas metodologias sdo empregadas.






ABSTRACT

Today reservoir numerical simulation has been frequently used in oil industry as an analysis
tool for exploratory fields. This kind of analysis can be employed before of the recovery process
as a way of planning and predicting production, or even during the operation, assisting the
strategic planning of the company. To make this possible, simulators have been developed over
the years, holding the ability to employ the geological data that represents the reservoirs. Even
the way in which the discretized equations are obtained also changed because of the need of
greater calculations accuracy. Currently finite volume methods are employed and various types
of grids are used. The new trend related to grids used in simulations is to replace the traditional
corner-point grids by non-structured grids that can easily be matched to faults and fractures,

faithfully reproducing the geometry of the problem being described.

In this context two numerical methods are explored in this work, the Multipoint Flux Ap-
proximation Method (MPFA) and the Element based Finite Volume Method (EbFVM). The
essential aim is to get a comparison of both methodologies. A simplified flow model is con-
sidered inside the porous medium. The discrete equations are obtained through the integration
of the differential equations over control volumes. This operation is performed without any
specific property of the methods, so it will be clear that both are finite volume methods despite

of the different nomenclatures.

The main differences between the two methods appear during the derivation of the flow
equations. Although, an analysis of the coefficients present in discrete equations is used to
demonstrate the solution monotonicity. Application examples for heterogeneous and anisotropic

reservoirs are solved and the main findings are pointed out.






Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

A historia da industria petrolifera moderna teve seu inicio no ano de 1859 quando Edwin
Drake perfurou com sucesso o primeiro po¢o em territério americano. Esta data é considerada
como um marco na producio de 6leo e derivados . Desde esta época até meados de 1930 quase
nenhum desenvolvimento cientifico aprecidvel foi realizado, uma vez que apenas eram explo-
radas jazidas a céu aberto ou entdo eram utilizados pequenos campos exploratdrios em locais de
facil perfuracdo. A partir da década de 30 maiores estudos sobre a produgdo de petréleo foram
iniciados devido ao aumento na demanda de combustiveis e derivados. Inicialmente experi-
mentos utilizando caixas de vidro com areia, 6leo e dgua tentavam dar maior entendimento aos
escoamentos em meios porosos através da visualiza¢io do fendmeno?. Também foi o inicio das
primeiras andlises utilizando modelos analiticos para a solu¢do dos problemas de escoamentos

em meios porosos em escala industrial.

Somente com o advento e a evolugdo dos computadores digitais € que os modelos discretos
tiveram sucesso no desenvolvimento de tecnologias e no suporte ao entendimento do problema
fisico. Desta forma a simulacdo ganhou importante papel na industria petrolifera, como uma
ferramenta a ser utilizada e que prometia um grande futuro nos desenvolvimentos tecnologi-
cos. Com o avango da velocidade de processamento dos computadores muito se modificou
nos problemas que envolviam a simulacdo numérica. Apesar das equacdes a serem resolvi-
das ndo terem se modificado em principio, muitos outros fatores tornaram-se mais complexos,
dentre eles a caracterizacdo geoldgica do reservatério. No inicio os dominios de solu¢do eram
simples e malhas cartesianas eram facilmente empregadas. Mais tarde, na tentativa de intro-

duzir maior flexibilidade, malhas cartesianas ndo-ortogonais e também malhas corner-point
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comecaram a ser utilizadas, sendo ainda hoje muito empregadas nas etapas de processamento
dos dados geoldgicos provenientes da sismica, como no upscaling por exemplo. Mais recente-
mente a utilizacao de malhas ndo-estruturadas tem tido maior €nfase devido a sua capacidade
de conformidade as diversas irregularidades presentes nos reservatdrios, bem como podendo ser
refinadas em regides especificas com maior praticidade, pois o refino fica restrito as regides de
interesse e ndo afetando outras partes do dominio, como aconteceria pela utilizacdo de malhas

estruturadas. Um exemplo de diferentes malhas pode ser observado na Fig. 1.1.

Poco
Pogo A
HA
Poco V"
SASS
LSS
S5
SEeneet
Seeeee
Toeess
S==
==
===
S
Malha estruturada ndo-ortogonal
Falha geolégica

Modelo de reservatério ‘

TR
ISR

J
AN

Malha nao-estruturada

Figura 1.1: Exemplo de possiveis discretizagdes de um modelo areal de reservatdrio.

Intimamente ligado as malhas empregadas, o método numérico utilizado na discretizacao
das equacdes diferenciais é alvo dos mais variados estudos, uma vez que se buscam maior grau
de acuricia e eficiéncia nas simulagdes. Lipnikov? agrupou diversas caracteristicas importantes
que os métodos numéricos deveriam idealmente respeitar, entre elas o de ser localmente con-
servativo; apresentar solu¢do monotdnica; ser aplicdvel a malhas nio-estruturadas que podem
ser severamente distorcidas; permitir heterogeneidades e meios anisotrépicos; resultar em um
sistema esparso com o menor numero de ndo-nulos possivel. Um método numérico que siga
todos estes requisitos rigorosamente ainda nio é conhecido?, entretanto, diferentes metodolo-

gias foram propostas ao longo dos anos e continuam a ser utilizadas, bem como variantes e
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combinacdes destas ainda podem ser empregadas. Dentre os métodos cldssicos pode-se citar o
Meétodo de Diferencas Finitas (Finite Diference Method), Método de Volumes Finitos (Finite
Volume Method) e o Método de Elementos Finitos (Finite Element Method).

Tradicionalmente o Método de Diferencas Finitas tem sido utilizado nos modelos discretos

4

de programas comerciais”, entretanto com uma maior utilizacdo de malhas nao-estruturadas o

uso de métodos baseados em volumes de controle tem crescido devido a facilidade de emprego

de malhas irregulares>-°.

Além disso, a solugcdo de equagdes de conservacdo da massa dos
componentes presentes na rocha reservatorio torna também o Método de Volumes Finitos muito
conveniente. Este método serd objeto de anélise neste trabalho, recebendo ainda o enfoque da

utilizacdo de malhas nao-estruturadas.

O principio béasico do Método de Volumes Finitos € obter as equacdes discretas aplicando
os principios de conservagdo das propriedades, como massa, quantidade de movimento, energia
etc., em volumes de controle. A etapa principal do método é, portanto, calcular os fluxos
destas propriedades nas interfaces dos volumes de controle. Diferentes maneiras de avaliar
estes fluxos sdo possiveis e nestas avaliacdes muitas vezes caracteristicas da malha e do meio
ndo sdo levadas em consideracdo. E o caso de alguns programas comerciais para simulagio de
reservatorios de petréleo, onde o fluxo numa face do volume de controle € avaliado utilizando-
se dois pontos nodais (Fig. 1.2(a)) quando, rigorosamente, seria necessario utilizar um maior
numero de pontos para representar o gradiente do potencial que promove o escoamento. Estes
casos, conforme mostrado na Fig. 1.2(b), onde seis pontos nodais sdo empregados, ocorrem
quando o fluxo € resultado da existéncia de um meio anisotrépico ou devido a utilizacdo de
malhas ndo-ortogonais. A anisotropia fisica e a anisotropia da malha (malha nao-ortogonal)
sdo situacdes que requerem a necessidade de multiplos pontos para o célculo do fluxo de forma
correta. Portanto, a denominacio MPFA (Multipoint Flux Approximation), atribuida a uma
familia de métodos disponiveis na literatura ndo traz nenhuma novidade intrinseca, mas apenas
o fato de usar mais do que 2 pontos no célculo do fluxo. A utilizagdo de mais de 2 pontos no
calculo dos fluxos com o método dos volumes finitos € uma pratica antiga, especialmente com
malhas curvilineas generalizadas, onde o stencil de 9 pontos € comum para o cdlculo do fluxo

nas interfaces dos volumes de controle 2.

Na classe dos métodos MPFA existem muitas variantes, com as diferencas entre eles funda-
mentadas na forma de calcular os fluxos com multiplos pontos, e ndo no fato de usar multiplos
pontos. Atribuiu-se a0 método o nome por usar multiplos pontos porque nos desenvolvimentos
na drea de petréleo € comum, ou poderia se chamar de tradicional, empregar apenas dois pon-
tos nodais para o célculo do fluxo. E preciso ficar claro, entretanto, que empregar apenas dois

pontos ndo € uma opg¢do numérica e que os fluxos estejam sendo calculados corretamente. Na
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Figura 1.2: Pontos envolvidos no cdlculo de um fluxo para um volume de controle: (a) com
esquemas tradicionais de 2 pontos e (b) com esquemas de multiplos pontos.

verdade € um célculo errado, se a malha ndo for localmente ortogonal e 0 meio anistrépico, com
excecdo apenas de quando se usam malhas especialmente contruidas em meios anistropicos que

resulta em um fluxo correto com apenas dois pontos.

A questdo do emprego de dois pontos ou multiplos pontos pode ser facilmente percebida nas
simulacdes de problemas de reservatorios, como no conhecido arranjo dos trés pogos (demons-
trado em detalhes no capitulo de resultados). Para este problema seria esperada uma solugdo
simétrica, entretanto nem sempre esta solucdo € obtida dependendo do tipo de malha empregada

na simulacdo e do esquema utilizado no calculo dos fluxos.

Para este problema especificamente € sabido que a nao-ortogonalidade da malha é a fonte
de anisotropia, logo, o emprego de dois pontos no cédlculo dos fluxos ndo € uma boa alternativa.
As solugdes empregando multiplos pontos tendem a fornecer resultados muito melhores devido
a correta representacao da expressao dos fluxos assim como serd elucidado no decorrer deste

trabalho.

Das diferentes possibilidades existentes dentre os métodos numéricos, duas serdo revistas
desde suas esséncias devido a sua utilizacdo e freqiiente recorréncia na literatura atual sobre

métodos de discretizacdo aplicados a reservatérios de petréleo.

Um deles, o Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (Element based Finite Vo-
lume Method - EbFVM) constitui uma linha de pesquisa ja bastante sélida no Laboratério de
Simulagdo Numérica em Mecanica dos Fluidos e Transferéncia de Calor (SINMEC). Outra
alternativa, o Método de Aproximacao do Fluxo por Multiplos Pontos (Multipoint Flux Ap-
proximation Method - MPFA) tem adquirido grande notoriedade na drea de simulacdo de reser-

vatdrios devido a forma pela qual este método trata a anisotropia do problema.
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1.2 Objetivos

Apesar das diferentes nomenclaturas, serd possivel compreender que ambos os métodos
a serem estudados neste trabalho sdo métodos de volumes finitos que envolvem as equagdes
diferenciais do problema em questio e que tratam os fluxos discretos de maneira coerente com
a fisica de um problema anisotrépico. Algumas caracteristicas sao peculiares a cada um deles
e fazem com que possuam determinado comportamento em situagdes diversas. Este enfoque
investigativo entre os métodos foi o principal motivador deste trabalho, pois assim sera possivel
avaliar as melhores qualidades de cada metodologia. Uma comparagdo detalhada é muito ttil
na tomada de decisdes, tanto no sentido da escolha do uso de um software comercial, quanto na

escolha de uma metodologia a ser empregada em um simulador préprio.

O principal objetivo deste trabalho € avaliar as diferencas entre 0o EbLFVM e o MPFA, lem-
brando que o EbFVM também pertence a familia dos MPFA, mas mantendo esta denominagao

Jé& conhecida na literatura.

Neste ponto é importante verificar a forma das expressdes para os fluxos de massa dos flui-
dos em cada um dos esquemas numéricos. Caracteristicas como o armazenamento de varidveis
e a associagdo de propriedades que descrevem o meio fisico também serdo comparadas. As
funcdes de interpolacdo espacial das varidveis utilizadas na obtencdo de gradientes discretos

também serdo analisadas, bem como as caracteristicas das solu¢des obtidas.

1.3 Revisao bibliografica

Os modelos matematicos que descrevem o escoamento em meios porosos sao consolidados
e foram testados desde o inicio das pesquisas sobre simulacao numérica de reservatdrios, sendo
conhecidas suas capacidades e restricdes, ndo cabendo reformular os modelos das equagdes

diferenciais que regem a fisica envolvida no escoamento®!%-11,

A necessidade de utilizacdo de malhas ndo-estruturadas na simulagdo de reservatdrios é
reconhecida por vdrios autores como uma solucao para melhor representacdo do dominio em
questdo !>714. No ambito das malhas ndo-estruturadas, onde malhas com elementos triangu-
lares e quadrangulares sao utilizados em dominios bidimensionais, os volumes de controle sdo
construidos ao redor dos nds da malha unindo-se com segmentos de reta o centréide de cada
elemento ao ponto médio das arestas dos elementos. Nestes volumes de controle é que serdao

realizados os balancos das propriedades.

Um método que emprega este tipo de malha € o tradicionalmente denominado CVFEM



6 1. Introducéo

(Control Volume Finite Element Method). Esta € uma denominagdo bastante empregada, origi-
nada na década de 80, mas que induz a uma interpretacdo erronea da caracteristica do método,
indicando ser o CVFEM um método de elementos finitos baseado no volume de controle, por-
tanto um método de elementos finitos conservativo. Na verdade a formulagdo ¢ de um método
de volumes finitos que emprega os elementos, tradicionais no Método de Elementos Finitos,
como entes geométricos para a construgiio do volume de controle”, podendo ser denominado de
um Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (Element based Finite Volume Method -

EbFVM). O EbFVM também € um método que usa multiplos pontos para determinar os fluxos.

O EbFVM teve sua origem na solucao de problemas de mecanica dos fluidos para a solugdo
das equacOes de Navier-Stokes. Posteriormente este método foi também utilizado a proble-
mas de petrdleo, sendo Rozén o primeiro a fazé-lo empregando uma discretizagdo com malhas

de quadrildteros!>. Mais tarde outras propostas foram utilizadas 1617

, mas nelas algumas sim-
plificagdes eram assumidas sem base fisica quando aplicadas a um escoamento multifasico.
Neste trabalho uma formulagdo consistente serd empregada, assim como descrito por Cordazzo
et al.'8, onde as equagdes para escoamentos multifasicos sdo discretizadas gerando os coefi-
cientes adequados a serem empregados no sistema de equagdes discretas. Modelos fisicos de
diversos niveis de complexidade ja foram estudados utilizando o EbFVM, como formula¢des

mais simples onde somente dgua e éleo estavam presentes '° e modelos onde efeitos de com-

pressibilidade dos fluidos, pressdo capilar e gravidade foram empregados 2.

Outro método de interesse, 0 MPFA (Multipoint Flux Approximation) teve sua origem em
duas diferentes escolas em anos muito préximos 222, Nestes casos a aplicacio a reservatérios
ja era intencao primordial e, seguindo a tendé€ncia da industria, métodos primeiramente plane-
jados para malhas corner-point foram desenvolvidos. Nestas malhas as células representam os
volumes de controle e as incégnitas do problema estdo armazenadas no centro destes volumes
(métodos cell-centered) como mostrado na Fig. 1.2. Posteriormente ficou claro que a mesma

metodologia poderia ser empregada para malhas ndo-estruturadas 2324

, ou seja, com os volumes
de controle construidos ao redor dos nés da malha de elementos (métodos cell-vertex). O nome
dado ao método deixa evidente a inten¢do em avaliar o fluxo utilizando multiplos pontos quando

esse tipo de anélise se faz necessario.

Investigacdes sobre 0 MPFA e andlises de convergéncia foram utilizadas para demonstrar
a viabilidade do método>~2’. Outras investigacdes acerca da qualidade das solucdes obtidas e
sobre a monotonicidade das mesmas também foram exploradas 2832, Estes aspectos decorrentes
da monotonicidade da solu¢@o deram origem a diferentes esquemas MPFA que correlacionam o
esténcil com a orientacio do tensor permeabilidade?”-33. Estas vertentes foram produzidas para

malhas corner-point e sua extensdo para malhas nao-estruturadas nio € evidente.
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Os estudos sobre a monotonicidade dos métodos numéricos empregados nas simulacdes de
reservatérios também levou a esquemas de decomposi¢do da expressiao do fluxo em duas parce-
las (flux splitting), uma correspondente a um problema isotrépico e outra parcela que carrega os
termos relativos 2 anisotropia>*~3°. Primeiramente o problema isotrépico é resolvido, gerando
uma solu¢c@o monotOnica e, em um processo iterativo, as anisotropias sao incluidas de forma
gradativa, alterando a solucdo encontrada no nivel iterativo anterior. E dada continuidade ao
processo até que um certo grau de anisotropia seja adicionado ao problema sem que a solugdo
esteja demasiada contaminada por oscilagcdes indesejdveis. Criticas podem ser feitas a este
tipo de abordagem por ele ndo eliminar efetivamente o problema das oscilagdes presentes na
solu¢do numérica, e sim, apenas contornar o efeito da nao-monotonicidade relaxando os efeitos

da anisotropia que realmente deveriam representar o problema.

Trabalhos envolvendo o MPFA de forma mista com os esquemas tradicionais de avaliacao
de fluxos utilizando dois pontos também foram propostos com o intuito de reduzir o esfor¢co
computacional. Nestes casos, uma direcdo onde o escoamento nio € tdo importante ou onde
as variacoes de propriedades sdo menores € aplicado o esquema de cdlculo de fluxos por dois
pontos enquanto que nas outras direcdes o MPFA é empregado>’. Outra alternativa é, através de
um indicador, estabelecer a relevancia de uma avaliagdo dos fluxos por multiplos pontos e por
dois pontos em cada face do volume de controle, gerando um esquema misto em cada volume

de controle e por conseqiiéncia em toda a malha33.

Outras modificagdes de natureza mais profunda nos métodos podem ser implementadas para
alcancar determinadas caracteristicas. Eigestad>® propds modificagdes na construcio dos volu-
mes de controle para o MPFA de forma a tentar obter uma matriz-M de coeficientes simétrica.
Uma matriz-M simétrica € sempre positiva definida e possui inversa com valores ndo negativos,

sendo especialmente aplicdvel a problemas que apresentariam solu¢des ndo-monotonicas.

Comparagdes entre o método MPFA proposto por Aavatsmark*’ e os métodos de Elemen-
tos Finitos e Elementos Finitos Misto, além de outros, foram apresentadas na tentativa de com-
preender as caracteristicas e vantagens de cada um destes*'~#*. Ainda, outros métodos foram
propostos para a solucdo de equacdes que representam escoamentos em meios anisotropicos
heterogéneos, como o Método de Volumes Finitos Nao-Linear cell-centered?. Neste método as
incégnitas ndo estdo armazenadas nos centréides dos tridngulos da malha que representam os
volumes de controle, mas em outro ponto do interior. Este ponto é determinado por uma ex-
pressao dependente das caracteristicas do meio e do valor da propria solug¢do procurada, porém
a regra utilizada na determinacdo deste ponto ndo € apresentada de forma muito compreensiva
e a extensdo para quadrildteros nem sempre fornece solugdes com as mesmas vantagens das

malhas de tridngulos. Outra metodologia combina duas solu¢des sobre a mesma malha, uma
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cell-centered e outra cell-vertex, para dar maior flexibilidade na discretizacio das equagdes®.

Similar a este método, porém sem resolver efetivamente as incognitas para os centréides dos
elementos da malha, o Enriched Multipoint Flux Approximation (EMPFA) nasceu como uma
possivel alternativa aos problemas de monotonicidade, porém apenas uma pequena introdugdo
as modificagdes propostas foi apresentada recentemente®. Apesar de atraentes, uma anélise

pormenorizada de cada um destes métodos seria demasiadamente longa.

1.4 Organizacao do trabalho

O restante do trabalho esta distribuido de forma que o Capitulo 2 traz a modelagem do pro-
blema de escoamentos em reservatorios a ser empregado com as equacdes que regem 0 mesmo.
Uma forma alternativa das equagOes diferenciais € utilizada para explicitar as caracteristicas
de cada uma destas. No Capitulo 3 as equagdes discretas sdo obtidas através da integracdo
das mesmas em volumes de controle da malha computacional. Uma representacdo genérica
€ empregada na escrita destas equacOes podendo ser utilizada independente da metodologia
empregada. A seguir, tanto para o EbFVM quanto pra o MPFA, os coeficientes das equacdes

discretas sdo obtidos de acordo com a caracteristica de cada um dos métodos.

O Capitulo 4 traz uma sintese das diferencas encontradas entre as formulacdes, além de
uma andlise de monotonicidade das solucdes a serem obtidas por estes métodos numéricos. O
Capitulo 5 traz exemplos empregados de forma a validar os cédigos computacionais e também
de forma a mostrar solu¢des em diferentes configuracdes de problemas. O Capitulo 6 delineia

as principais conclusdes obtidas acerca deste trabalho.



Capitulo 2

Modelo Matematico

2.1 Modelo do escoamento

Um reservatdrio de petréleo consiste em uma rocha porosa formada ao longo das eras ge-
oldgicas devido a acdo de deposicdo de sedimentos. O petrdleo tipicamente nao € gerado nessas
rochas, mas sim em outras camadas sedimentares ricas em matéria organica. Depois de gera-
do, o petréleo pode migrar desde o local de formacdo até a chamada rocha reservatdrio, onde
ficard armazenado. Nesta rocha ele fica alojado nos poros, tipicamente dividindo espago com
a dgua que estava ali presente anteriormente a sua migracao. A extracdo deste 6leo € realizada
perfurando-se diversos pogos que retiram o fluido desejado da rocha. Com a pressao propria do
reservatério o 6leo flui nos pocos produtores. Para aumentar a eficiéncia da extracao é possivel
realizar processos tais como injecao de fluidos (4gua do mar ou 4gua com solventes), combustao
in situ para producdo de gases que deslocam o 6leo, for¢cando o escoamento do mesmo pelo in-
terior da rocha porosa. Em todos os estdgios de extragdo o fendmeno fisico a ser estudado € o

mesmo, ou seja, um escoamento multifidsico numa matriz sélida porosa.

Neste ponto € possivel distinguir entre dois possiveis enfoques disponiveis na engenharia
para a anédlise do escoamento em meios porosos: o enfoque microscépico e o enfoque macros-
copico.

Numa andlise microscépica as escalas do problema sdo as mesmas escalas dos poros pre-
sentes na rocha. Este meio pode ser considerado entdo como um conjunto de diminutos canais
de formas tortuosas, por onde os fluidos escoam e interagem com o sélido ao seu redor. Nestes
canais o escoamento teria grandezas (velocidade e pressdo, por exemplo) que variam grande-
mente devido a forma irregular que os poros possuem. De fato, as equacdes tradicionais da

Mecanica dos Fluidos podem ser aplicadas para cada uma das fases presentes, apenas sendo

9
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necessario que sejam conhecidas a geometria e a forma como os canais por onde o fluido es-
coa estio conectados*0. Esta necessidade, juntamente com a grande quantidade de poros numa

rocha, sdo os maiores impecilhos a aplicacdo de uma andlise microscopica.

Utilizada na simulac@o de reservatérios de petréleo, a modelagem macroscopica tem as
escalas envolvidas maiores que as dimensdes dos poros da rocha, porém menores do que o
dominio de solugdo do problema em questdo. Sendo assim, o meio € representado por um
conjunto de propriedades que descrevem suas caracteristicas e suas interagdes com os fluidos
que escoam, como porosidade e permeabilidade. As grandezas fisicas do escoamento demons-
tram um comportamento macroscopico, sem dar importancia as diversas e pequenas variacoes
presentes em cada poro. A Fig. 2.1 demonstra como a velocidade do fluido € encarada nas

diferentes situacoes.

Figura 2.1: Diferentes escalas de um mesmo fendmeno em um meio poroso.

O modelo macroscopico tem sido utilizado pois ndo necessita de uma descri¢do tdao deta-
lhada do meio poroso quanto seria necessario em um modelo microscépico. Em contrapartida
existe a necessidade da obtencao de propriedades que descrevem o meio composto pela matriz
porosa e os fluidos que escoam nos poros. Estas grandezas envolvidas na escala macroscopica

sdo mais facilmente mensuraveis que as envolvidas na escala microscopica.

Neste trabalho serdo utilizadas as equagdes macroscopicas que descrevem a dindmica dos
fluidos. Ainda, diversas consideragdes devem ser feitas sobre o modelo fisico. Serd assumida
uma perspectiva bidimensional, assim a soluc@o se d4 pela representacdo de um reservatorio
plano, uma representacao areal. Este plano de solugdo € considerado completamente horizontal

e, desta forma, os efeitos de gravidade sao nulos.

Para contemplar os objetivos deste trabalho um modelo bifdsico imiscivel do escoamento é
suficiente para poder aplicar os métodos de discretizagdo previstos. Mais ainda, quanto aos flui-
dos envolvidos, suas propriedades fisicas serdo consideradas constantes. Tipicamente viscosi-
dades e densidades s@o consideradas como fun¢des da temperatura e da pressdo a que o fluido

estd submetido. Os efeitos de temperatura serdo desconsiderados devido ao modelo isotérmico
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adotado. Os efeitos de pressao sobre as propriedades fisicas introduziriam uma nao-linearidade
no problema que em nada contribuiria para os objetivos do trabalho, que é a a comparagao de

como os dois métodos de discretizacao calculam os fluxos nas fronteiras do volume de controle.

Ainda com relagdo aos fluidos presentes na matriz porosa, durante o escoamento das fases é
inevitavel que haja interagdo entre eles e o meio sélido. Esta interacdo pode ser exemplificada
pelo conceito de molhabilidade. A fase dita molhante possui alto grau de interacdo com 0 meio
s6lido circundante, escoando com facilidade pelos poros. Correlato ao conceito de molhabi-
lidade, o angulo de contato fornece uma indicacdo quantitativa do fenomeno de interacao na
interface das fases. Nesta interface dos fluidos existe uma descontinuidade da pressao, e esta
diferenca de pressao € definida como a pressao capilar. Em muitos casos a pressdo capilar € des-
considerada quando modelos de reservatdrios de petréleo sdo empregados, principalmente pela
dimensao do reservatdrio e pelas baixas velocidades das frentes de movimentacao dos fluidos.
A pressdo capilar € tipicamente assumida como uma fun¢do da saturacio e assim representaria
mais uma ndo-linearidade presente nas equacdes e, no caso do presente trabalho, desconsidera-

la ndo ocasionaria maiores perdas para os objetivos.

2.2 Equacoes do modelo

A equagdo de conservacdo da massa de um fluido incompressivel que flui no interior de um

meio poroso consolidado é dada por*

q)aai;—f—ﬁw/}:O f=o,w (2.1)

onde os sub-indices w e o correspondem aos fluidos dgua e dleo respectivamente. ¢ € a porosi-
dade do meio e s a satura¢@o ou fragdo volumétrica da fase f; vy € a velocidade da fase f que
cruza as fronteiras do volume de controle. A velocidade vy pode ser obtida através da lei de

Darcy generalizada para escoamentos bifédsicos, onde

vr=-MK-Vpr  f=o,w (2.2)

K é uma propriedade do meio poroso chamada de permeabilidade absoluta ou simplesmente
permeabilidade e Ay é a mobilidade da fase, uma caracteristica tanto do fluido quanto do meio

a que se estd estudando; VP é o gradiente de pressdo que promove o escoamento.

A permeabilidade é uma medida da facilidade com que um fluido pode fluir no meio poroso.
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A representagdo tensorial da permeabilidade € utilizada para reproduzir o comportamento do
fluido escoando de diferentes formas em diferentes direcdes no meio, devido as caracteristicas
de formacio deste meio e do estado de tensdes a que ele estd submetido*’. A representacio

tensorial da permeabilidade para um meio em duas dimensdes pode ser feita da seguinte forma,

kxx kxy
kyx Ky

ol
I

(2.3)

e na maioria dos casos de representacdo de reservatdrios o tensor permeabilidade € tomado

como simétrico, logo ky, = ky, e ainda k)%y < karkyy 2L

No Sistema Internacional (SI) a unidade de permeabilidade corresponde a [m?], porém na
indistria petrolifera tipicamente é empregado o Darcy [D]*. Num reservatério a distribui¢do
e a amplitude de variacdo da permeabilidade tornam esta propriedade muito influente nos re-
sultados desejados. A permeabilidade € mais varidvel no dominio de solu¢do do que a porosi-
dade, além de seus valores serem mais dificeis de mensurar®’. Permeabilidade e porosidade
podem ser correlacionadas utilizando expressdes que levam em conta a composi¢do do mate-
rial*®, entretanto para o método numérico aqui apresentado, bem como em muitos simuladores,
a permeabilidade e a porosidade serdao consideradas como propriedades constantes ao longo do
decorrer da simulagdo. A mobilidade de uma fase fluida é definida como Ay = k,r/uy, onde
uy € a viscosidade do fluido e k, s a permeabilidade relativa da fase. A permeabilidade relativa
€ uma propriedade introduzida em escoamentos multifasicos para representar a interferéncia
que uma fase fluida exerce sobre a outra durante o escoamento, usualmente representada por
um conjunto de curvas (Fig. 2.2). Estas curvas estdo definidas em determinado intervalo de
saturacdo s, tal que Sy < § < Spmax- Smin corresponde a minima quantidade de dgua presente
em um reservatorio, enquanto que s,,, fornece a informacio da méxima quantidade de dgua
que pode penetrar no meio poroso deslocando o 6leo ali existente. Os valores de Spin € Smax
dependem muito do tipo de rocha e dos fluidos envolvidos. Valores muito pequenos de sy,

indicam que parcela significativa do 6leo contido no meio poroso nao sera retirado, chamado

de Oleo residual.

A permeabilidade relativa € assumida como uma fung¢do da propria saturagdo do fluido.
Neste caso a nao-linearidade presente na mobilidade € o que torna o escoamento bifdsico num
meio poroso um problema ndo-linear na auséncia de compressibilidade dos fluidos e na auséncia

de pressdo capilar.

O modelo de Darcy para a velocidade tem sido amplamente utilizado tanto em simulagao

*1 D =9,86923-10"13m?
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Figura 2.2: Curvas tipicas de permeabilidade relativa.

de reservatorios quanto em outras dreas da engenharia onde meios porosos estdo presentes,
entretanto em alguns casos € necessdrio introduzir modificacdes no equacionamento para que
este seja mais fiel ao fendmeno fisico a que se deseja reproduzir. O modelo de Forchheimer
é bastante aceito para aplicacdes com niimeros de Reynolds mais elevados*®. A equagio de
Brinkman apresenta um termo difusivo adicional andlogo ao termo laplaciano que aparece nas
equacdes de Navier-Stokes*®. Apesar das diferentes propostas, o modelo de Darcy atende as

necessidades para a reprodugdo do escoamento aqui pretendida.

Como a pressao capilar foi desconsiderada, logo a pressdo das fases € a mesma, e para cada
fase deve-se determinar a sua saturacao, existem trés incognitas e duas equagdes de conservagao
da massa. Logo uma equacdo adicional é requerida para o fechamento do problema. Esta

equagdo € a equacao de restricao volumétrica,

Swts,=1 2.4)

Outra forma de escrever as equagdes governantes € possivel e, para tal, pode-se somar as
equagdes de conservacdo da massa das fases e obter uma equacdo de conservacdo da massa

global, da forma

V=0 2.5)
onde vy = v,, + v, e logo
vy = —ArK-Vp (2.6)

tal que Ay = Ay, + Ay
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Note-se que a equacdo 2.5 é fundamentalmente uma equacio eliptica’ para a variavel p,
que se comporta exatamente como uma equacdo de difusdo pura num meio anisotrépico se
o escoamento for monofésico. Tipicamente a saturacdo da dgua € calculada em simuladores
de reservatdrio e, portanto, o subscrito da fase 4gua serd suprimido e sempre que mencionada a
saturacdo estar-se-4 tratando da fase 4gua a menos que expressamente anunciado. Para explicitar
a caracteristica hiperbdlica que a equacao da saturacdo apresenta na auséncia de pressao capilar,

esta pode ser escrita em termos da velocidade total como

q% +V - (Fvp) =0 27

onde F é a chamada funcéo fluxo fraciondrio, definida como F = A, /Ar.

Esta forma de escrever as equacdes € possivel pois os fluidos sdo incompressiveis, sem
presenca de gravidade e pressdo capilar. Este tipo de escoamento € conhecido como escoa-
mento de Buckley-Leverett*!? e representa um protétipo simplificado de escoamentos mais
complexos. No caso da andlise proposta, o escoamento de Buckley-Leverett inclui todos os
fatores necessarios para a representacdo do fendmeno a ser estudado, ndo sendo necessdrio um

modelo mais geral que contemple mais efeitos.

2.3 Condicoes de contorno

Para o fechamento do problema matematico, condi¢cdes de contorno devem ser especificadas
para as equacdes diferenciais aplicadas ao modelo. Em simulacdo de reservatérios as fronteiras
do dominio de solugdo sdo tipicamente consideradas como impermedveis. Matematicamente, o

fluxo de massa que atravessa estas fronteiras é nulo.

Outro tipo de condi¢do de contorno utilizada em reservatério decorre da presenca de pogos,
produtores ou injetores, em determinadas posi¢cdes do dominio. A forma mais simples de uti-
lizar este tipo de condi¢do € prescrever a vazao do po¢o em questdo. Neste caso para um volume

de controle onde existe um pogo, tem-se,

dsr -
q)%%—v-\?f:q f=o,w (2.8)

onde ¢ representa a vazao volumétrica sendo injetada ou produzida.

Outra alternativa € expressar a vazao do po¢o como uma relagdo entre a pressao de fundo de

pogo pr, conhecida e a pressdo do volume de controle onde o pogo estd localizado, da forma
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q=AWI(psp—p)  f=ow (2.9)

onde WI € o indice de poco (well index), que relaciona propriedades fisicas e geométricas do

poco e p a pressdo a ser determinada. Diferentes formas de calcular o indice de po¢o podem ser

empregadas®!12.
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Capitulo 3

Modelo Discreto

3.1 Integracao das equacoes diferenciais

A solucdo numérica utilizando o Método de Volumes Finitos € obtida através da integracao
das equacdes diferenciais nos volumes de controle da malha computacional”*?. Estes volu-
mes de controle podem ser construidos através de uma malha primdria formada por entes ge-
ométricos chamados de elementos. E recorrente na literatura o emprego das expressdes malha
primdria, referente a malha de elementos, e malha secundéria ou dual, referente aos volumes de

controle 6-23:2940

Para o caso de geometrias arbitrérias a alternativa de constru¢do dos volumes de controle a
partir da malha de elementos € mais aplicdvel, uma vez que o dominio serd coberto por elemen-
tos geométricos sem sobreposi¢cdo, como tridngulos e quadrildteros, em uma geometria de duas
dimensdes. As varidveis do problema estardo associadas aos vértices destes elementos, também
chamados de nés da malha. As superficies dos volumes de controle, aqui denominadas de faces,
serdo obtidas através da unido por segmentos de reta entre o centréide do elemento e o ponto
médio das arestas deste elemento. Um exemplo de malha empregada pode ser visto na Fig.
3.1, bem como cada um dos entes da malha de elementos. Este procedimento de constru¢do
leva os volumes de controle a assumir formas irregulares nos casos mais gerais. Esta irregulari-
dade de formas faz com que cada volume de controle possua um diferente nimero de vizinhos.
Cada volume de controle possui contribuicdes dos diferentes elementos que compartilham o
n6. Cada uma destas porcdes € chamada de sub-volume de controle, sendo delimitado pelas
arestas e pelas faces de um determinado elemento. Cada elemento possui tantos sub-volumes
quantos nds, sendo o nimero de faces igual ao nimero de nds. A ilustracdo destas entidades

geométricas estd mostrada na Figura 3.1.

17
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elemento

noé
face

PR
aresta

|/ sub-volume
de controle vetor area

volume de de face

controle

Figura 3.1: Malha de elementos com volume de controle superposto e entidades de um elemento
da malha.

Definidos os volumes de controle a serem utilizados a partir dos elementos, um proxi-
mo passo € tomar a equagdo de conservacdo da massa global na forma de Buckley-Leverett

(equacio 2.5) e integrar esta equacio no volume V do volume de controle e no tempo /40,

//%-V*T AVdi =0 3.1
tJV

51

Utilizando o teorema da divergéncia®', a integral no volume pode ser transformada em uma

integral sobre a superficie do volume de controle,

// A dSdt = 0 3.2)
tJov

onde 7 é o vetor unitdrio normal a superficie dV do volume de controle. Substituindo a ex-
pressdo para a velocidade total e tomando o analogo discreto da integral sobre todas as i super-

ficies planas (ou faces) que delimitam o volume de controle (Fig. 3.1), chega-se a

/ Y. (MK -Vp) 85| di=0 (3.3)
I\ iep !

onde AtS‘i € o vetor drea de cada uma das faces que delimitam o volume de controle; ATS',- ¢ normal
a face que este representa e de magnitude igual ao comprimento da mesma face, tomado como
positivo quando apontando para fora do volume de controle. Apesar desta conveng¢do de sinal,
¢ mais conveniente na implementacdo computacional obter os vetores drea de forma ciclica,
conforme a Fig. 3.2, e durante o cdlculo dos termos que envolvam os vetores ATS',- considerar o

sinal adequado. Isto € facilmente efetuado levando-se em consideragdo que existem dois vetores
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area para cada sub-volume de controle, onde sempre um destes aponta para fora do volume de
controle, com sinal positivo portanto, enquanto que outro aponta para dentro do sub-volume,

sendo considerado com sinal negativo.

Figura 3.2: Orientagdo dos vetores drea de face.

A integral no tempo € resolvida avaliando como os termos Ay e Y p variam de um intervalo
de tempo para o outro>’, ou seja, se seus valores serdio tomados no intervalo de tempo onde
as incognitas sdo conhecidas (0 = ¢), se no intervalo de tempo onde a solucdo é procurada
(0 =1+ Ar) ou se entre estes extremos (f < 0 < t+ Af). A escolha definitiva dependerd do

acoplamento advindo da equacgdo da saturacdo. E possivel escrever,

y (xT? %) AS; =0 (3.4)

0 -
icP i
Note que o termo dentro do somatério representa a vazao volumétrica® que atravessa cada
uma das faces. Uma vez que o fluido foi modelado como incompressivel, o somatério das
vazdes que atravessam as fronteiras do volume de controle deve ser nulo na auséncia de termos

adicionais de fluxo, como um poco injetor ou produtor.

Para dar continuidade ao processo de discretizagdo, o operador gradiente deve ser expresso
de forma discreta. Como uma malha ndo-estruturada estd sendo empregada, o nimero de vizi-
nhos de um volume de controle pode ser diferente para cada volume. Desta forma, a possibili-
dade mais plausivel é empregar os n6s de um elemento como constituintes da aproximagao da
funcdo gradiente para cada uma das faces no interior deste elemento. Esta aproximacao é de-
pendente da escolha entre os métodos EbFVM e MPFA, entretanto pode ser resumida utilizando

a seguinte expressao,

*Como um escoamento incompressivel foi considerado a densidade dos fluidos foi suprimida das equagdes,
assim o termo dentro do somatério possui unidades [m3 /s]. Para o caso mais geral de um escoamento compressivel
cada termo dentro do somatério seria equivalente ao fluxo de massa que atravessa a fronteira do volume de controle
em [kg/s].
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Vpli~[G];[p, (3.5)

onde [G] é uma matriz que representa a aproximagao do gradiente em cada face; [p], correspon-
de a um conjunto dos valores da varidvel, neste caso a pressdo, nos nds do elemento ao qual a
face i estd contida, ordenados em sentido anti-horario, conforme a Fig. 3.3. A matriz [G] possui

dimensao (2x4) ou (2x3) dependendo do elemento considerado.

4 3

P,
_ P
[p], D,
b,

1 2

YA
g

Figura 3.3: Elementos quadrangular e triangular com numeracao local dos nés.

Reescrevendo a equagdo 3.4 e utilizando nota¢do matricial, encontramos

Y (s 4 K](Gllpl,) =0 3:6)
i€eP !

E importante ressaltar que nas equacdes de balanco as propriedades de interesse requeridas
no computo dos fluxos estdo sempre sobre as faces do volume de controle, enquanto que as
incdgnitas do problema estdo associadas aos vértices dos elementos. Como um elemento con-
tribui para diferentes volumes de controle por meio de seus sub-volumes, € na aproximagao do
gradiente que as equacgdes de balango dos diferentes volumes estardo correlacionadas, fazendo
com que as varidveis de um volume de controle afetem o valor das varidveis dos volumes vizi-
nhos. Desta forma, se as equagdes de todos os volumes de controle possuem dependéncia com
os respectivos volumes vizinhos, € possivel montar um sistema de equagdes (equagdo 3.7), onde

a solucdo de todas estas equagdes fornece os valores das incégnitas procuradas.

[AP][p] = [B”] 3.7)

Apesar de cada volume de controle possuir uma equagdo para pressdo, a montagem do

sistema linear ndo € realizada percorrendo os nés da malha, mas sim os elementos. Este proce-
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dimento, similar ao presente no Método de Elementos Finitos, faz com que seja muito mais sim-
ples o algoritmo de montagem da matriz de coeficientes para malhas ndo-estruturadas, baseado
na informacio das conectividades da malha'®?°. A cada elemento estd associado um deter-
minado numero de faces e cada fluxo (ou vazao) cruzando esta face estd expresso em termos
dos nds do elemento em questdo. Assim, apds percorrer todos os elementos da malha, todas as

equacdes estardo completas com os coeficientes necessarios.

O mesmo procedimento de integracdo pode ser adotado para a equacao da saturacao da dgua

(equagdo 2.7),

//q> dth+//V ) dvdi =0 (3.8)

Realizando as integragdes, tem-se

OpAVp (557 =55 ) + a0 Y K- (FxTvp) A5 =0 (3.9)
icP

onde o sub-indice P indica que a grandeza estd avaliada com relacdo ao volume de controle.

AVp € o volume do volume de controle e Ar o passo de tempo. Reorganizando os termos,

S = s Y K- (Fkﬁ;;)e-ﬁ (3.10)
d q)PAVP ieP J l

e adotando a notagdo matricial, encontra-se

ca_ g A T 0
G — +¢PAVP§J([AS] Fr[K][G][pl.) (3.11)

Como um procedimento de montagem por elementos estd sendo empregada na constru¢ao
do sistema de equagdes lineares, € conveniente reescrever o somatdrio ao longo das i faces do
volume de controle como um somatdério ao longo dos elementos que contribuem para o volume

P e nestes elementos utilizar as faces que contribuem para este volume de controle (Ep).
Z = Z Z (3.12)
i€P  ecPicEp

Os termos [AS]” [K] [G] podem ser agrupados em uma tnica varidvel associada ao elemento

da forma
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[T] = . (3.13)

onde n, corresponde ao nimero de nds de cada tipo de elemento. Reescrevendo as equagdes da

pressdo e da saturacdo,

Y Y ((Ar),[7)[p),)° =0 (3.14)

ecPicEp
ShPAl = +A_;92 Y (FAr[T][p),)} (3.15)
PP opAV T Wl '

ecPicEp

A matriz [T] é fungdo de propriedades do meio e da malha, podendo ser considerada uma
generalizagdo do conceito de transmissibilidade, freqiientemente utilizado em simulag¢do de

reservatérios*16:18:40,

Como toda informacdo geométrica e também relativa ao meio fisico
estd agrupada, é possivel afirmar que [7'] contém toda a anisotropia do problema, seja ela de-
vida ao tensor permeabilidade ou a nio-ortogonalidade da malha empregada®. Como neste
tipo de problema a malha tipicamente € fixa e as propriedades do meio também ndo possuem
variagdo no tempo, a matriz [T'] pode ser obtida no inicio de uma simulagdo para cada um dos
elementos e, para representar um fluxo, apenas as mobilidades e pressdes precisam ser recalcu-
ladas. Ainda, a dimensdo da matriz [T é dependente do tipo de elemento, pois cada linha [T'|;
da matriz agrupa os coeficientes relativos a uma face i que multiplicados pelas pressdes nos nos

do elemento e e pela mobilidade na face i fornece a vazio desejada, assim,

fi= (M) [Tlilple (3.16)

As equagdes 3.14 e 3.15 s@o as equagdes bdsicas do problema em questdo. Cabe lembrar que
apesar da saturacdo nao aparecer explicitamente na equagdo 3.14, a mobilidade € uma funcdo
tipicamente nao-linear da saturacao, revelando que esta equagdo estd acoplada a equagao 3.15
de uma maneira particular. Desta forma cada volume de controle, associado a um né da malha,
possui uma equagao para cada uma das incdgnitas procuradas, tendo o sistema de equagdes o
mesmo nimero de equacdes e de incognitas. Ainda € necessdrio especificar 0 nas equacdes

discretas e diferentes escolhas levam a diferentes arranjos das varidveis em questao.

Para 6 = ¢ as mobilidades presentes na equagdo 3.14 s@o calculadas com os valores de
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saturacdo do nivel de tempo atual 7. Neste caso, dado um campo inicial de saturagdo € possivel
obter as mobilidades e assim calcular o campo de pressdo neste tempo. Observando a equagdo
3.15, se 6 =t, € possivel obter a saturacao no préximo nivel de tempo ¢ + At, pois o lado direito
da equacdo € completamente conhecido. Neste caso ndo € necessdria a solucao de um sistema
linear para saturacdo, uma vez que cada volume possui uma equagdo algébrica para evoluir a
saturacdo no tempo. Procede-se a avaliacdo das mobilidades e ao cdlculo do sistema linear da
pressdo. A saturacdo € obtida novamente com os ultimos valores de pressdo e mobilidades. A
Fig. 3.4 ilustra o processo de avanco no tempo. Este procedimento de solugdo das equagdes
com relacdo ao tempo é conhecido como IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation), pelo
fato da press@o ser obtida através da solucdo de um sistema linear e a saturacdo ser obtida

explicitamente através de um conjunto de expressoes algébricas.

g & g
x )\'nﬂ xqq
L] L
p p" p
At At -

Figura 3.4: Método IMPES de avanc¢o no tempo.

Note que o fato de avaliar as mobilidades no intervalo de tempo anterior para o célculo da

saturacdo acaba por impor grandes restricdes quanto ao passo de tempo que pode ser empregado

na obtencio da saturagdo sem que haja oscilagdes na solugdo2.

A estabilidade da solucdo
explicita é governada pelo nimero de Courant-Friederichs-Levy (CFL), que pode ser escrito

para cada volume de controle como

ApAt

OPAVp < (3.17)

CFL|p =

onde Ap € uma fun¢do dos fluidos e do meio, At o passo de tempo e ¢pAVp 0 volume poroso
do volume de controle P. Diferentes funcdes Ap podem ser utilizadas tal que o passo de tempo

120

seja estdvel <. Para a modelagem adotada ao problema,

oF
Ap = ap (g) (3.18)

onde ap representa o somatorio das vazdes que saem do volume de controle P e (%—f) é
max
o maximo valor da derivada da fun¢do fluxo fraciondrio com relagdo a saturacdo. O maximo

passo de tempo admissivel serd dado pelo menor passo de tempo dentre todos os volumes da
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malha.

Uma das atratividades do método IMPES ¢€ o fato de ser requerida a solucdo de somente
um sistema linear para a pressao, sendo o restante do procedimento realizado via equagdes al-
gébricas. Pode-se considerar que o algoritmo IMPES € o menos custoso computacionalmente
por intervalo de tempo comparado a outras alternativas, entretanto, a restricio do CFL pode ser
muito severa em alguns casos e, no computo global do tempo de processamento, este ser grande
quando comparado com outros métodos. Em determinados problemas o campo de pressao
varia mais lentamente do que o campo de saturacdo e desta forma € possivel uma aceleragao do
algoritmo calculando-se um menor nimero de vezes a pressao € com este mesmo campo atu-
alizar a saturacdo diversas vezes>>. Estas estratégias devem sempre ser buscadas em solugdes
numéricas de sistemas de equagdes diferenciais parciais, ja que cada equagdo tem seu proprio
transiente. Esta alternativa, demonstrada esquematicamente na Fig. 3.5, utiliza um mesmo
campo de pressdo e de mobilidades para evoluir o campo de saturacdo. Este método € simi-
lar ao IMPES tradicional, entretanto como o sistema linear da pressdo deixa de ser resolvido
para alguns tempos e tipicamente a solu¢do de sistemas demanda grande parte do tempo de

computacio, grandes vantagens podem ser obtidas>>.

Sn Sn ! Sn"z Sn+3
l ' l lnfs
Y p" D
Atsnaturagéo Atlsl::tluragﬁg At:";ill‘agéo tempo
Ll Abpis

Figura 3.5: Método IMPES modificado de avanco no tempo.

Em situagdes onde o método IMPES é computacionalmente custoso, 0 método Totalmente
Implicito (Fully Implicit) tem sido uma alternativa para a obten¢do da solucdo. Neste caso,
também partindo das mesmas equacgdes (3.14 e 3.15), mas considerando 6 = ¢ + Az, obtém-se
uma equagdo para a saturacdo da 4gua e outra para a pressdo, sendo nestas equagdes a saturagdo
e a pressao incégnitas no mesmo nivel de tempo. Como os coeficientes que acompanham as
varidveis também estdo sendo avaliados no mesmo nivel de tempo, um problema ndo-linear
acoplado deve ser resolvido. Tradicionalmente o Método de Newton tem sido a alternativa mais
vidvel para o tratamento deste tipo de problema'®*%3% Neste método as equacdes sdo escritas
em sua forma residual, este residuo € entdo igualado a zero e a solu¢do do problema resultante
¢ a variacdo da propriedade em questdo durante o intervalo de tempo, que quando acrescida ao

valor anterior fornece a propriedade desejada.
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Como se trata de um problema ndo-linear, um ciclo de atualiza¢do das ndo-linearidades deve
estar presente, constituindo uma das diferencas bdsicas entre a formulagcao Totalmente Implicita
e o método IMPES. Este tratamento torna o método Totalmente Implicito muito mais estavel
com relagdo a magnitude do passo de tempo que pode ser empregado durante uma simulagdo.
A vantagem da estabilidade, permitindo avancos de tempos maiores, compensa a necessidade
de iterag¢des no sistema linear e o fato do sistema linear no método totalmente implicito ter o
dobro do numero de incégnitas. Apesar da aparente grande flexibilidade da escolha do passo
de tempo, a solu¢do implicita introduz maior difusdo numérica na solucao quando comparada
com a solugio explicita*®.

Embora a possibilidade de outros esquemas de avaliacdo das incdgnitas no tempo ainda

sejam possiveis >’

, as formulagdes IMPES e Totalmente Implicita sdo as mais utilizadas tanto
em programas comerciais quanto em simuladores académicos. Destas alternativas, o método
IMPES foi escolhido devido a sua facilidade de implementacao, levando em consideracdo que
a evolugdo temporal do problema nio esta relacionada aos métodos de discretizacdo espacial a

que este trabalho propds estudar.

Repetindo as equacdes discretas do modelo utilizando um algoritmo IMPES para o avango

no tempo e suprimindo o super-indice #, relativo ao nivel de tempo anterior, tem-se

Y Y () [T)i[pl, =0 (3.19)
ecPicEp
G ot Y Y (FAr (T[], (3.20)

GpAVp ecPicEp

Mais uma vez € importante salientar que as equagdes 3.19 e 3.20 estdo acopladas através da
mobilidade presente na definicdo das vazdes. Como a mobilidade € uma fungdo da saturacio
e a equacdo da saturag@o possui caracteristicas hiperbdlicas, gradientes elevados e mesmo des-
continuidades podem estar presentes na solucdo. Este fator torna importante a avaliacao das
mobilidades nas faces dos volumes de controle através de adequadas funcdes de interpolagdo.
A fim de evitar oscilagdes e possiveis valores ndo-fisicos no campo de saturacdo, fungdes de
interpolacdo de segunda ordem’ devem ser evitadas’-!%>°. Como a saturacio e a mobilidade
sao propriedades advectadas pelo escoamento, a melhor alternativa é o emprego de esquemas

upwind, representando de melhor maneira o escoamento em questdo. Os esquemas upwind

TA ordem da fungdo de interpolagdo fornece a relagio entre o erro de truncamento e o tamanho médio do
elemento utilizado na discretizacdo. Para uma func@o de interpolagdo de segunda ordem o erro de truncamento
decai proporcionalmente ao quadrado do tamanho médio do elemento quando a malha € refinada.
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sdo considerados como esquemas de primeira ordem que possuem a caracteristica de ndo gerar
oscilagdes indesejaveis, entretanto introduzem difusdo numérica, suavizando os gradientes da

solugio 19,

Em problemas unidimensionais a escolha € trivial baseada na direcdo do escoamento, ou
mais simplesmente na diferenca de potencial que promove o escoamento (Fig. 3.6). Em proble-
mas bidimensionais anisotropicos a diferenga de potencial ndo € suficiente para a avaliacao da
dire¢do do escoamento, sendo necessario avaliar o sentido do fluxo nas faces do volume de con-
trole. A Fig. 3.7 demonstra uma possivel forma de avaliar a saturacdo na face de um elemento,
levando em consideracdo o n6é mais proximo contrario ao sentido do escoamento. Esta € a forma
mais simples de um esquema upwind a ser utilizada em um problema bidimensional. Outros
esquemas de interpolacdo ainda sdo possiveis para a avaliagdo das mobilidades com efeito de

melhor representar os valores interpolados 7208,

sentido do escoamento sentido do escoamento

P : E P ! E

S, =S, §;=Sg

i

Figura 3.6: Demonstracdo da avaliacdo da saturacdo na face em um problema unidimensional.

sentido do
escoamento

2

Figura 3.7: Demonstracdo de uma possivel forma de avaliacdo da saturacdo na face i de um
elemento em um problema bidimensional.

Nas equagoes 3.19 e 3.20 resta ainda explicitar a matriz [T] que teve origem na aproximago
do gradiente [G]. Esta € a principal diferenga entre os métodos MPFA e EbFVM a ser explorada

nas secdes seguintes.
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3.2 Meétodo de volumes finitos baseado em elementos

O Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (Element based Finite Volume Method
- EbFVM) tem como caracteristica principal o emprego dos elementos e de suas fungdes de
forma, assim como no Método de Elementos Finitos’. Como no Método de Elementos Finitos
o emprego de malhas ndo-estruturadas sempre foi freqiiente, uma transformacao de coordenadas
€ utilizada para mapear cada um dos elementos da malha em um elemento padrdo pertencente a
um sistema de coordenadas local (&,1), também chamado de plano transformado. As equagdes

3.21 e 3.22 demonstram esta transformagdo de coordenadas.

x(Em) = Zijj (3.21)
J

y(&m) =Y Npy; (3.22)
J

onde o indice j do somatdrio se extende a todos os nds de um determinado elemento. A Fig.

3.8 ilustra a transformacdo de coordenadas.

4 3

=1

Transformacao
de coordenadas

n
! 1 108

X

Figura 3.8: Tranformacdo de coordenadas para um elemento quadrangular e um triangular.

As funcdes N sao as chamadas func¢des de forma e dependem do tipo de elemento empre-
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gado. Para tridngulos e quadrildteros estas fungdes assumem a forma

1-€—-n
[N] = £ (3.23)
Ul
[ (1+8)(1+7) |
1] (1-8)(1+m)
Nl = — (3.24)
M=3 (1-8)(1-n)
(1+8)(1-m)

Da mesma maneira qualquer varidvel armazenada nos nés de um elemento pode ser aproxi-

mada no interior deste elemento utilizando estas fungdes. Para o caso da pressao,

pEM) =Y Nipj=INI" [pl, (3.25)

onde [p], corresponde aos valores nodais da varidvel no elemento e. A obtencdo do gradiente de

uma propriedade pode se dar de maneira simples através da derivacdo da equacdo 3.25, assim,

- axp axN
Vplen = =) " p; (3.26)

ayp J ayN J

As funcdes de forma s@o funcdes continuas no interior do elemento e podem ser diferenci-

adas com relagdo a & e 1), assim, aplicando a regra da cadeia e escrevendo em forma matricial 2

aéNj o agx agy axNj

(3.27)

Desta expressao € possivel reconhecer que a matriz de dimensao (2x2) a direita da equacao
3.27 representa a matriz jacobiana da transformacgdo de coordenadas’. Esta matriz pode ser

obtida através da diferenciacdo das expressdes 3.21 e 3.22, assim,
OeN;
=X | =7 [ v ] (3.28)
7| N

onde x; e y; sdo as coordenadas dos nds do elemento. A equacdo 3.28 ainda pode ser escrita

como
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V1= [D]{[x] Y]], (3.29)

onde a matriz [D] contém a derivada das fung¢des de forma com relagéo as coordenadas locais.

agN] aiNz .o a&Nne

D] = (3.30)

E possivel obter 3.30 facilmente e assim calcular 3.28. Com 3.30 e 3.28 e retornando a 3.27

obtém-se o termo necessario para avaliar o gradiente em 3.26, logo

Vp =" D][p], (3.31)

E possivel concluir que no EbFVM o operador gradiente definido na se¢@o anterior corres-
ponde a [G]; = ([J]fl [D]> . Com este operador é possivel calcular um fluxo no interior de
l
qualquer elemento. Resgatando uma vazao dada pela equagdo 3.16,

fi= () 7)1l = (), (AT (K13 D)) [l (3.32)

E preciso reconhecer que para o cdlculo do fluxo sobre uma face é necessdrio especificar um
par coordenado (§,m) representativo da face que o fluido atravessa. Tomando a regra do ponto
médio*’, as coordenadas (&,1) do ponto médio de uma face sio facilmente obtidas no plano
transformado, como pode ser visto na Fig. 3.9. Este ponto é conhecido na literatura como ponto
de integragdo, pois o valor da fun¢do neste ponto multiplicado pela area e pelas propriedades

fisicas determina o valor do fluxo da propriedade através da érea.

2 | 3
s
........... . .
: 105 P d
e 1

§=l-/6 g5/12

05 &0 05

Figura 3.9: Coordenadas locais dos pontos médios das faces (pontos de integracio) nos elemen-
tos.

Outra necessidade para o cdlculo dos fluxos de massa advém do termo [K];, que representa
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o tensor permeabilidade sobre a face i. Em um meio homogéneo nao resta divida de que [K];
€ o proprio tensor permeabilidade do meio em questdo, entretanto em um meio heterogéneo,
diferentes por¢des do espaco possuem valores diferenciados. Neste caso, a representacao do
tensor permeabilidade, e também das porosidades, se faz através de um conjunto discreto de
valores, onde cada elemento possui um valor para a propriedade. A associacio principalmente
da permeabilidade aos elementos faz com que ndo exista uma descontinuidade do tensor per-
meabilidade nas faces que separam os volumes de controle e desta forma nenhum tipo de média
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das propriedades é necessario ', assim [K|; pode ser escrito como [K].

3.3 Aproximacao dos fluxos por multiplos pontos

O Método de Aproximacdo dos Fluxos por Multiplos Pontos (Multipoint Flux Approxima-
tion Method - MPFA) teve sua origem com os tradicionais métodos de simulagcdo de reser-
vatérios em malhas corner-point e esquemas cell-centered?'->>. Nesse tipo de malhas cada vo-
lume de controle possui um determinado tensor permeabilidade quando o meio € considerado
heterogéneo, como demonstrado na Fig. 3.10. Esta caracteristica foi herdada em formulacoes
que empregam malhas nao-estruturadas e, de fato, a associacdo do tensor permeabilidade aos
volumes de controle € um fator importante na derivacdo das equacdes do MPFA. Podemos dizer
que esta € a questdao central dos métodos MPFA, pois a defini¢do das propriedades fisicas no
volume de controle requer estratégias para tratar com o cédlculo do fluxo em interfaces de per-

meabilidade descontinua.

volume de
controle

oA o
regifio de regido de
interacao . =
volume de interacaol

controle

(a) (b)

Figura 3.10: Demonstragcao da associacdo do tensor permeabilidade aos volumes de controle:
(a) malha estruturada, cell-centered; (b) malha nao-estruturada cell-vertex.

Apesar das malhas utilizadas originalmente no MPFA serem malhas estruturadas, este método
também emprega uma malha de elementos para o cédlculo envolvido na obtencdo da matriz de

transmissibilidades [T]. De fato a literatura ndo utiliza o termo elemento, como no EbFVM,
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e sim o termo regido de interacdo’.

Para os casos de malhas estruturadas ndo-ortogonais
esta regiao de interacdo pode ndo coincidir geometricamente com os elementos quadrangu-
lares tradicionalmente empregados e obtidos através de programas de geracdo de malhas, como
no caso demonstrado na Fig. 3.10(a). Isto € devido ao fato da malha de volumes de controle ser
formada por quadrildteros e a malha de regides de interagcdo ser obtida com base na primeira,
fazendo com que estas regides de interacdo assumam formas poligonais. Se um enfoque nao-
estruturado for utilizado, ou seja, se a malha primadria for considerada como sendo formada pelas
regides de interagcdo e os volumes de controle forem obtidos a partir desta malha, estes volumes
estardo sendo obtidos da mesma maneira e na mesma posic¢ao espacial que no EbFVM, e assim,
os elementos serdo coincidentes com as regides de interacao. Esta alternativa é aqui preferida
pois as mesmas malhas podem ser utilizadas para comparacao das metodologias. Sendo assim,

por uniformidade, serd empregado o termo elemento tanto quando referido ao EbFVM quanto

para o MPFA.

Para um elemento qualquer € necessdrio obter os fluxos sobre as faces. Para tal, no MPFA,
perfis lineares das varidveis sdo utilizados em cada sub-volume de controle. A Fig. 3.11
demonstra os vértices 1,2,...,n, de um elemento e os pontos médios das arestas 1,2,...,7,.

Ainda, a numeracao local empregada em cada sub-volume de controle também € demonstrada.

0

Figura 3.11: Numeracdo dos elementos da malha e numeracdo local empregada em cada sub-
volume

Utilizando a numeracdo local de cada subvolume, indicada na Fig. 3.11, e supondo a vari-
acdo de uma propriedade, como a pressao, na forma de uma série de Taylor truncada, as pressoes
nos pontos médios das arestas podem ser escritas como a pressdo no vértice do elemento mais

uma variagao,

Pr=po+[n]-Vp (3.33)
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P2 =po+Ir] Vp (3.34)

onde os vetores [r1] e [r2] sdo dados por

X1 —Xo

=" (3.35)
Y1I—Yo
X2 — X

=" (3.36)
y2—Y0

Como o gradiente de um perfil linear € constante, é possivel combinar as expressoes 3.33 e

3.34.

_ T
_ r N
Prepol - [I]T Vp (3.37)
P2—Ppo [r2]
Introduzindo a matriz de rotagéo [R],
01
[R] = (3.38)
-1 0
E possivel calcular
[r I]T T
V =det = [r1]" [R][r2] (3.39)
[r2]

onde V é equivalente ao dobro da drea do tridngulo formado pelos pontos 0,1,2. Também é

possivel definir

V1] = [R][r]

(3.40)
[Va] = = [R][r]

e assim obter a matriz inversa necessaria para isolar Vp em 3.37. Realizando estas operagdes,

« (Pk — po) (3.41)

HMM
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onde o somatdrio em k se estende pelos dois pontos médios das arestas que formam o sub-
volume na numeracdo local. Com a expressdao do gradiente é possivel escrever uma vazao

como

2
fi=—07);AS]] [ Z « (Pik—pj) (3.42)

para uma face i e numeracdo local dos k pontos médios das arestas no sub-volume j. Ainda é

conveniente definir

ASIT K] V]
Wi = _[ ]z [ ]][V]]k (3.43)
4
e assim,
2
fi=(Ar); ) o (P — p)) (3.44)
k=1

Utilizando a expressdo 3.44 para um elemento com trés ou quatro faces € possivel calcu-
lar duas vazdes para cada face, utilizando as informacdes geométricas e as propriedades de
cada sub-volume de controle. Como uma descontinuidade do campo de permeabilidade pode
estar presente a alternativa mais coerente € igualar as vazdes ao longo das faces expressando-
as como uma func¢do dos valores nodais de pressdao e de uma combinacdo de propriedades do
meio. Para problemas unidimensionais esta combina¢do pode levar a arranjos como a média
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harmonica”", entretanto para casos bidimensionais e meios anisotropicos uma simples combi-

nacdo ndo garante uma adequada representacdo das propriedades.

Assumindo a continuidade das vazdes ao longo das faces € possivel igualar os pares de
expressoes obtidas utilizando 3.44. Ainda, para o fechamento das equacdes, também sera as-
sumida a igualdade das pressdes nos pontos médios das arestas de cada elemento, assim, para
o caso de um elemento quadrangular as oito equacdes para a vazao ao longo das quatro faces

ficam reunidas como,
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Para o caso de uma malha envolvendo tridngulos o sistema de equacgdes 3.45 € escrito com
trés equacdes uma vez que existem trés faces. Observe que a estratégia empregada para eliminar
as varidveis auxiliares € exatamente aquela usada em problemas unidimensionais, onde os fluxos
sdo igualados, eliminando o potencial intermedidrio (varidvel auxiliar), e obtendo o fluxo, onde
a propriedade utilizada é a média harmdnica entre as duas propriedades descontinuas. Aqui, em

duas dimensoes, a estratégia € a mesma.

A primeira equagdo em 3.45 representa a vazao total ao longo da primeira face, a segunda
equagdo corresponde a segunda face e assim sucessivamente. Nestas equagdes os valores p; sdo
as incognitas a serem determinadas, porém os valores p; ndo sdo conhecidos. Como existem
mais incdgnitas do que equacdes, as pressdes nos pontos médios das faces devem ser eliminadas

da formulagdo através da manipulacio das equagdes, seguindo a estratégia comentada acima.

O lado esquerdo das equacdes 3.45 representa a vazao que atravessa cada uma das faces do
elemento dividida pela respectiva mobilidade. Agrupando cada uma das vazdes dividida pelas

mobilidades em um vetor,

(;le)l o 0 0 o Pt
)i —
A | @2 o1 00 Py (3.46)
Trls 0 o33 o331 O D3
| (73;‘) T | 0 0 4420 441 | | P4 |
®111 + 0112 0 0 0 P1
B 0 W21 + W22 0 0 )2
0 0 ®331 + 332 0 P3
i 0 0 0 0441 + 0442 | | P4 |
ou de forma resumida,
Il
ol = [C][v] - [D][p], (3.47)
T

onde [C] e [D] sdo matrizes de dimensdo (n.xn,); [p|. retine os valores de pressdo nos nés do
elemento e [v] os valores de pressdo nos pontos médios das arestas. O sistema 3.45 como um

todo pode ser escrito também como
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®111 — 122 — 121 0 ®112 P
222 W21 — 32 — 3] 0 D2
= (3.48)
0 332 W331] — 0342 — 341 D3
| 0411 0 W442 0441 — 412 | | D4 |
01 +012 —0p] — 0122 0 0 Pi
B 0 W21 + M2 —M231 — W32 0 P2
0 0 ®331 + 330 —O34] — W342 P3
| — 0411 — 0412 0 0 0441 + 0442 | | P4 |
ou de forma compacta,
[A] [v] = [B] [p], (3.49)

com [A] e [B] também de dimensao (n.xn.). Combinando as expressdes 3.47 e 3.49 e desejando

obter

L] =m. (.50)
conclui-se que
7] =[C][A]" [B] - [D] (3.51)

onde [T] ¢ uma matriz que retine em cada uma das linhas os coeficientes necessarios ao cdlculo

do fluxo sobre uma face de um elemento, assim,

fi= (Ar);[T];[pl, (3.52)

A obtengdo da matriz de transmissibilidades [T'] de cada elemento foi condicionada a condi-
cdo de continuidade das vazdes ao longo das faces dos sub-volumes de controle e das pressoes
nos pontos médios das arestas. Este esquema ¢ chamado de método "O" uma vez que todos
os pontos médios das arestas foram utilizados na definicdo das equacdes que originam o Sis-
tema 3.45. Outro esquema possivel de ser aplicado em malhas ndo-estruturadas é chamado
de método "U". Neste caso a continuidade da pressdo € assumida em alguns pontos. Para o

quadrildtero da Fig. 3.11 o ponto 4 ndo possuiria os mesmos valores de pressdo para cada sub-
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volume considerado. Nesta abordagem as equacgdes da face que passa pelo ponto 4 incluiriam
continuidade de pressdo em outro ponto, como o centréide do elemento, por exemplozz. De
fato, para malhas triangulares, o método "U" se degenera no método "O" e mesmo em malhas
de quadrilateros ndo existe diferenca significativa entre os resultados das diferentes metodolo-
gias, salvo em casos especialmente contruidos para tal??>. Desta forma serd utilizado o método
"O" devido a sua maior generalidade quanto aos pontos médios das arestas e quanto a maior

presenca na literatura 32-40:41,43.59

3.4 Implementacao computacional

Para a implementag¢ao computacional dos métodos apresentados, duas versoes bdsicas foram
criadas. Os programas foram implementados separadamente utilizando linguagem C++5%-61,
seguindo conceitos basicos de orientagcdo-objeto, ou seja, o cddigo fonte € dividido em mddulos
(classes) que armazenam caracteristicas comuns entre eles. Com diferentes classes € preciso
definir o relacionamento entre estas classes e sua comunicagdo. Este tipo de abordagem faz
com que o codigo fonte seja mais facilmente reaproveitado e mantido no que se refere tanto a

modificacdes quanto a busca de erros de implementagao.

Para a solucdo do sistema linear da pressdo foi empregado o método GMRes(Generalized
Minimal Residual Solver)%%. O sistema linear foi pré-condicionado utilizando SSOR (Symmet-
ric Successive Overrelaxation Method) e tolerancias relativa e absoluta de 0.0 e 10~° foram
empregadas. Estas rotinas fazem parte de um pacotede armazenamento de matrizes (MTL -
Matrix Template Library) e solugdo de sistemas lineares (ITL - Iterative Template Library) dis-

tribuidos gratuitamente.

Neste ponto mais uma vez o conceito de orientacdo objeto foi pertinente, uma vez que
utilizando um cédigo fonte externo € pertinente testid-lo previamente e esta tarefa é facilmente

feita através de pequenos testes utilizando cada uma das classes disponiveis no pacote obtido.



Capitulo 4
Comparacoes entre os Métodos

Este capitulo tem por objetivo demonstrar em detalhes as principais diferengas entre o
EbFVM e o MPFA. Algumas caracteristicas ja se tornaram evidentes na derivacdo das equacdes
apresentadas no capitulo anterior, como o armazenamento das propriedades fisicas e os pontos
da malha utilizados na aproximag¢do do gradiente. Estas diferencas serdo reforcadas nas proxi-

mas se¢oes bem como outras caracteristicas serdo elucidadas.

4.1 Interpolacio no elemento e o calculo do gradiente

No EbFVM ¢ possivel obter o valor de uma varidvel em qualquer ponto interior a um ele-
mento como uma func¢do dos valores nodais deste elemento, utilizando para tal as func¢des de
forma. Para cada tipo de elemento € utilizada uma funcao diferente. O gradiente de qualquer
propriedade também pode ser obtido e € expresso utilizando as derivadas das fun¢des de forma e
a inversa da matiz jacobiana da transformacao conforme a equacao 3.31. A matriz de derivadas
fornece a variagdo das funcdes ao longo das coordenadas do elemento enquanto que a matriz
jacobiana traz a informacao da transformacdo de coordenadas, ou seja, do mapeamento entre
o plano fisico x —y e o plano transformado & — 1. Este procedimento leva em considera¢do o
fato das funcdes de forma serem fungdes continuas e validas em todo o elemento. Para o MPFA
nao sdo utilizadas fungdes continuas em todo o elemento na interpolagdo das propriedades, mas
sim fungdes lineares para cada sub-volume. Na defini¢do do perfil linear em cada sub-volume
trés pontos sdo empregados. Estes pontos sdo demonstrados na Fig. 4.1 bem como o tridngulo

formado pelos mesmos.

Como para cada sub-volume é adotado um perfil linear, o gradiente é uma fungdo constante

em cada triangulo da Fig. 4.1. Ainda cabe ressaltar que o cdlculo do gradiente no MPFA leva

37
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Figura 4.1: Elemento demonstrando para cada sub-volume os tridangulos formados pelos pontos
envolvidos na aproximacao do gradiente no MPFA (linha tracejada).

em consideracdo as coordenadas dos pontos citados anteriormente, mas as faces onde serdo
avaliados os fluxos ndo se encontram no interior do tridngulo formado por estes pontos, ou
seja, o gradiente € obtido com informacgdes geométricas de alguns pontos e extrapolado para as
faces do sub-volume. Outra caracteristica importante € o fato de empregar-se sempre fungdes
lineares independentemente do elemento. Como para o cdlculo sdo necessdrias informacgdes de
cada sub-volume e cada sub-volume é sempre definido por duas arestas e duas faces, a forma
do elemento deixa de ser importante neste ponto. De fato a derivacdo das equagdes utilizando
perfis lineares ndo estd restrita a elementos triangulares e quadrangulares, podendo ser utilizada

em malhas de poligonos com maior niimero de arestas 3%+,

4.2 Armazenamento das propriedades

No capitulo anterior a derivagdo das matrizes de transmissibilidades evidenciou a diferenca
no armazenamento das propriedades atribuidas ao meio fisico. No EbFVM estas propriedades
estdo relacionadas aos elementos da malha. De fato a porosidade poderia estar associada tanto
aos volumes de controle quanto aos elementos, uma vez que na formulagdo apresentada ela
apenas € utilizada para o cdlculo do volume poroso. A permeabilidade absoluta é mais im-
portante devido ao célculo das vazdes ao longo das faces dos volumes de controle. Como as
funcdes de forma e por conseqiiéncia o gradiente sdo continuos no interior do elemento, uma
descontinuidade do tensor permeabilidade ocasionaria uma descontinuidade dos fluxos sobre
uma mesma face dos volumes de controle. Médias poderiam ser empregadas para contornar
este problema, entretanto para evitar um passo adicional que pode ndo representar a fisica do

9

problema ', associar um tinico valor de permeabilidade ao elemento faz com que o fluxo através

de uma face seja continuo.

Para o MPFA tradicionalmente as propriedades do meio estdo associadas aos volumes de
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controle, entretanto seria possivel associar aos elementos as propriedades do meio uma vez
que em cada face dos volumes de controle € realizada uma igualdade de fluxos que determina
o potencial que respeite esta condi¢do. Naturalmente associar aos elementos as propriedades
torna a igualdade de fluxos em uma igualdade de diferencas de pressdo nas faces ja que o tensor
permeabilidade seria 0 mesmo nos sub-volumes adjacentes a face. Esta alternativa apesar de
atraente em relacdo a tornar os métodos ainda mais similares faz com que se perca a intengc@o

inicial da igualdade dos fluxos ao longo das faces em um meio heterogéneo.

4.3 Fluxo em um meio homogéneo

Nesta secdo expressoes para o fluxo serdo derivadas de forma a apresentar algumas diferen-
cas entre o EbFVM e o MPFA. Para tal andlise uma malha cartesiana como na Fig. 4.2 pode
ser empregada para tornar os cédlculos mais simples. O objetivo principal € obter o fluxo que
atravessa a face entre dois volumes de controle como uma fungio das propriedades do meio e

das pressdes nos nés dos elementos que contém faces onde o fluxo estd sendo calculado.

2d 2d

1 1 1
1 1
2K 50—5—06 :
: ’ i
Lkl sl ol ] |
1 1 1
: 1 1
2h| S¢——P—94 4
: : i
o o o
1
1
2h [ —T—9, (b)

(@)

Figura 4.2: (a) Exemplo de uma malha com seis volumes de controle demonstrando os elemen-
tos necessdrios para o célculo do fluxo em uma face e (b) a numeragdo local dos elementos.

O fluxo total entre os volumes de controle 3 e 4 da Fig. 4.2 possui duas parcelas referentes
ao elementos que contribuem com seus sub-volumes para os volumes em andlise. Este fluxo

pode ser escrito como
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f = fBs-h
= (Ar)s(131p6 +132p5 +133p3 +13aps) — (A7), (t11pa+ti2p3 +ti3p1 +tiap2) (4.1)

onde o sinal negativo no fluxo f; advém do vetor drea ser calculado conforme a Fig. 4.2(b) e o

fluxo desejado ter sentido contrario.

Para a malha em questdo as dreas de passagem do fluxo nas faces de interesse sdo escritas

como

[AS]T =[h 0] (4.2)

AS]E =[—h 0] (4.3)

Definindo a razio de aspecto dos elementos como ¢ = %, e considerando um tensor perme-
abilidade anisotrépico na obtencao das expressoes € possivel obter o fluxo entre os volumes 3 e
4.

4.3.1 EbFVM

Para a obtenc¢@o da matriz de derivadas e da matriz jacobiana, as coordenadas &,1 do ponto
médio das faces por onde o fluxo atravessa sdo necessarias. A Fig. 4.2 fornece a numeragdo

local das faces, sendo requeridas as faces 1 e 3. Da Fig. 3.9,

(&m); = (0;0,5)

(4.4)
(&mM); = (0,-0,5)

Com as coordenadas locais € possivel calcular todos os termos da equacdo 3.32, e assim 0s

fluxos necessarios na equacgao 4.1, chegando a
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A A
f= 3(2€+k )m 3(% kxy)p5+
7\4 XX 7\4 kxx
+= (2—£ kxy) p2— Zl <2—£ ‘l'kxy) pit+

(7»1+7»3) (p4—p3) (A3 — 7»1) > (ps+p3) (4.5)

Esta equagdo demonstra a dependéncia do fluxo em uma face com todos os pontos nodais
de pressdo dos elementos que contribuem para os volumes de controle. Naturalmente a de-
pendéncia do fluxo com os seis pontos de pressdo € esperada devido a anisotropia do tensor
permeabilidade. Este tipo de avaliacdo do fluxo difere dos tradicionais esquemas de avaliagdo
por dois pontos que desprezam os termos relativos a anisotropia do problema, sendo inconsis-
tentes, ou seja, produzindo erros que nio diminuem com o refino de malha’?!. Outra avaliagio
interessante € verificar o comportamento da expressdo para o fluxo em situacdes onde as di-
recdes principais do tensor permeabilidade estdo alinhadas com a malha. Para o caso descrito,
é facilmente observavel que tal tensor seria um tensor diagonal (ky, = 0)°! e assim a expressio

4.5 se reduz a

k.xx kxx
lesg(Pé—ps)JrM@(Pz—pl) (7»1+7~3) (p4—P3) (4.6)

Nesta expressdo € importante notar que mesmo sem parcelas relativas a anisotropia, seja
do meio ou da malha, a expressdo para o fluxo mantém relacdo com as pressdes que nao estao

diretamente ligadas a face por onde se esté calculando o fluxo.

4.3.2 MPFA

Para obter a expressao para o fluxo no MPFA € preciso, da mesma maneira que no EbFVM,
definir algumas propriedades geométricas da malha em questdo. A Fig. 4.3 demonstra os vetores

necessdarios, enquanto que a equagdo 4.7 define os mesmos.

AS]T =T = V=] —h 0]
[AS]i = M? Miz =[0 —d] @7
[AS]3 = [V]31= [V, =[h 0]

| [ASZ:[VL:M;:[O d ]

Com estes vetores € possivel calcular todos os termos da equacdo 3.44, e assim os fluxos
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Figura 4.3: Vetores necessdrios para o calculo das vazdes no MPFA.

necessarios para a montagem do sistema 3.45 que dard origem a matriz de transmissibilidades
3.51. Uma vez que os elementos sdo geometricamente iguais e 0 meio homogéneo todos os

coeficientes da equacdo 4.1 sido conhecidos, assim,

=—| -4k —— | --==k
f 4 ( kyy +kxy | P6 2\ 7 kyy xy | P5+

AL [ L (i
+ 4 (Kkyy xy | P2 4 Ekyy—i_ Xy p1+

A _}_}\’ k)% kx
+(14_€3) <2kxx_k_y) (ps—p3) = (ha = A1) =2 (pa+ p3) (4.8)
yy

A partir desta equacao € possivel verificar a semelhanga dos métodos com respeito ao em-
prego de multiplos pontos na avaliacdo do fluxo dado pela equacdo 4.1. Mais uma vez para o

caso de um tensor onde as dire¢des principais estdao alinhadas com a malha,

kxx
f= ﬁ(l1+7u3)(174—1?3)- (4.9)

E possivel notar a diferenca entre as equacdes 4.6 € 4.9 no que concerne aos nos utilizados
no célculo do fluxo, restando para o MPFA apenas os nds mais proximos as faces dos volumes

de controle onde o fluxo é avaliado, lembrando os tradicionais esquemas cell-centered.

4.3.3 Comentarios

Através das equagdes para o fluxo no EbFVM e no MPFA para o caso apresentado, fica
evidente a nomenclatura de avaliacdo por multiplos pontos, uma vez que estes métodos diferem

de outras alternativas que aproximam o fluxo nas faces dos volumes de controle por apenas dois
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pontos, mesmo se tratando de problemas anisotrépicos. Para as expressoes 4.5 e 4.8 € facil
perceber grande semelhanca quando os coeficientes sio comparados. E possivel escolher um
tensor K tal que os coeficientes das equagdes sejam exatamente os mesmos. Realizando igual-
dades entre cada um dos coeficientes conclui-se que para que os métodos resultem no mesmo

sistema linear, para a malha empregada, o tensor permeabilidade deve obedecer a relacao

1
k= ~heckyy (4.10)

Esta relacdo obedece ao critério imposto juntamente a representacdo do tensor permeabili-
dade (equacgdo 2.3), ou seja, existe um tensor fisicamente consistente tal que os métodos serao

equivalentes para a malha empregada.

Esta conclusdo entretanto ndo é valida para um caso aparentemente mais simples onde o
tensor permeabilidade estd alinhado com a malha. Comparando as equacdes 4.6 e 4.9 ndo
€ possivel escolher um tensor onde os métodos sejam equivalentes, mesmo para uma malha
cartesiana. Isto se deve ao fato do EbFVM sempre utilizar uma aproximagao por multiplos pon-
tos mesmo na auséncia de anisotropias da malha e do meio. Independentemente do problema
a ser resolvido o sistema linear sempre terd 0 mesmo nimero de ndo-nulos na matriz de coefi-
cientes do sistema 3.7. Em contrapartida o MPFA tem por caracteristica a variagdo do nimero
de nao-nulos, gerando um sistema mais, ou menos, esparso dependendo da orientagdo do tensor

permeabilidade com relacdo a malha empregada.

Outra diferenca entre as duas metodologias estd na necessidade de informacdes geométricas
para caracterizar os fluxos. Para o EbFVM foram necessarias as coordenadas locais do cen-
troide das faces de cada elemento utilizado no computo da equagdo 4.2. Cada par coordenado
foi utilizado na determinacao das transmissibilidades da respectiva face, ndo sendo necessarias
outras informagdes. Para o MPFA todo o elemento teve de ser descrito de forma a obter toda a
matriz de transmissibilidades [T'] do elemento. Como subproduto da operagéo, todas as trans-
missibilidades das faces do elemento foram obtidas mesmo nao sendo necessarias ao coOmputo

dos fluxos desejados.

4.4 Monotonicidade da solucao

Outro aspecto interessante dos diferentes métodos corresponde a andlise de monotonicidade
da solucdo de uma equacao eliptica em um meio anisotropico. Este tipo de equagdo é exata-

mente a equagdo da pressdo para um escoamento monofasico incompressivel,
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V(?ﬁp) —q 4.11)

A solugdo da equacdo 4.11 € dita monotOnica se esta € uma funcdo ou totalmente ndo-
crescente ou totalmente ndo-descrescente, ou seja, se a primeira derivada (que nao precisa ser
continua) ndo muda de sinal®®. Um problema que apresenta solucio monotdnica pode ser
observado quando um termo fonte positivo € utilizado em uma posicdo do dominio de solu¢ao
e condi¢des de contorno homogéneas de Dirichlet sdo empregadas. A Fig. 4.4(a) exemplifica
uma solu¢do monotdnica do problema em questdo com termo fonte ndo-nulo positivo somente
no centro da malha. A Fig. 4.4(b) demonstra uma solu¢cao nao-monotdnica de um problema

anisotropico, revelando oscilagdes indesejadas.

(2) (b

Figura 4.4: (a)Exemplo de uma fun¢do monotonica e (b) de uma fun¢do nao-monotonica.

O andlogo discreto da equagdo 4.11 é dado por um sistema de equacdes semelhante a

equacdo 3.7, aqui repetida por clareza,

[AP][p] = [B”] (4.12)

Para [BP] > 0 o problema terd solu¢do monotonica se [A”][p] > 0 e como somente uma

solugdo positiva € esperada, isto implica que

AP >0 (4.13)

A importancia da condi¢do apresentada em 4.13 vem do fato de que se [AP]_] contiver e-
lementos negativos, o termo fonte [B?] pode ser tal que a solu¢do do problema adquira valores
negativos, violando o que seria esperado. Naturalmente a forma da matriz de coeficientes [A?]
e por conseqiiéncia sua inversa dependem do método de discretizacdo empregado. Os méto-

dos de Volumes Finitos cldssico e Elementos Finitos violam as condi¢des de monotonicidade
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para malhas arbitrariamente distorcidas e tensores permeabilidade ndo-diagonais®’, gerando

solu¢des com valores negativos para o problema apresentado anteriormente.

Para malhas de paralelogramos em um meio homogéneo € possivel obter critérios segundo
os quais é possivel avaliar se a matriz [AP] fornecerd solu¢io monotonica’. Nordbotten et
al.?> demonstraram que é impossivel construir um método linear de 9 pontos que satisfaca
incondicionalmente os critérios de monotonicidade quando este método satisfaz conservagao
local. Desta forma é importante verificar quais as razdes € a extensao das restrigdes impostas
aos métodos numéricos tal que a solugdo apresentada seja sempre monotdnica. Tais critérios
sdao construidos com base em solu¢des analiticas de problemas uni e bidimensionais, onde o
andlogo discreto do operator diferencial € interpretado com base nos coeficientes do sistema de
equacdes tal que a solugio esperada seja monotdnica3?32. Utilizando a malha da Fig. 4.5 estes

critérios podem ser resumidos como,

NW N NE

4

SW S SE

Figura 4.5: Nomenclatura empregada para as condi¢des de monotonicidade.

—Ap = —Ay < ‘% (4.14)
Ap =Ay <0 (4.15)
Ag-An —Ang -Ap =0 (4.16)
Ag Ay —Anw -Ap =0 (4.17)

onde Ag € o coeficiente da equagdo do volume de controle P com relacio ao volume E, Ay € o
coeficiente de P com relagdo ao vizinho W, e assim sucessivamente, conforme a Fig. 4.5. Para
o tipo de malha empregada em um meio homogéneo as maiores restri¢des sdo causadas pelas
condicoes 4.16 e 4.17, quando os volumes ndo diretamente conectados com o volume de anélise
estdo presentes, ou seja, quando uma discretizacdo que utiliza multiplos pontos é empregada.
Uma forma interessante de testar os critérios de monotonicidade apresentados €, para diversas

malhas, mapear em quais malhas os critérios sio satisfeitos ou falham3°. Como os coeficientes
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da matriz dependem basicamente do meio e da geometria do elemento (das transmissibilidades)
€ possivel fixar um tensor permeabilidade e alterar a geometria dos elementos de forma a con-
templar a maioria dos casos possiveis. Um elemento da malha de paralelogramos é demonstrado
na Fig. 4.6, onde também sdo demonstrados os vetores @] € a; normais as arestas do elemento

e de magnitude igual ao comprimento das mesmas.

—

a,

Figura 4.6: Elemento paralelogramico e vetores normais a arestas.

Para controlar a forma do elemento os vetores da Fig. 4.6 podem ser escritos como>?

@i’ =[50 (4.18)
" = lay1;a2,)]

de tal forma que a%’l + aiz < 1. Desta maneira o elemento terd sua forma determinada pelas
componentes do vetor @, cujo médulo serd sempre inferior a unidade. Com este procedimento
diferentes formas para os elementos podem ser obtidas, como elementos quadrangulares com
razdo de aspecto varidvel (0 < ¢ < 1) e também elementos distorcidos. Isto pode ser demons-
trado graficamente através da Fig. 4.7, onde cada ponto dentro da regido em vermelho fornece
um possivel valor para as componentes do vetor a;. Também sdo demonstradas algumas formas

que o elemento assume em diferentes posi¢des deste mapeamento.

Utilizando um tensor isotrépico, sem perda de generalidade, € possivel avaliar os coefi-
cientes necessarios nas condi¢des de monotonicidade e obter um mapeamento das regides onde
todos os critérios sdo satisfeitos ou algum deles ndo € respeitado. A Fig. 4.8 fornece a avaliacdo
do método MPFA enquanto que a Fig. 4.9 € relativa ao EbFVM. Fica evidente a partir das
Fig. 4.8 € 4.9 que o MPFA honra as condic¢des 4.14-4.17 para uma maior variedade de malhas.
Ao percorrer o quarto de circulo de raio unitario todos os elementos que possuem razdo de as-
pecto unitdria obedecem as condi¢des de monotonicidade, assim a falha dos critérios decorre
da ndo-ortogonalidade dos elementos. Para elementos retangulares quanto menor a razio de

aspecto menor a nao-ortogonalidade aceita pelos métodos tal que os coeficientes gerem uma
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Figura 4.7: Representagdo do mapeamento utilizado na avaliagdo utilizando os critérios de
monotonicidade.

solu¢do monotdnica. A questio acerca do EbFVM ¢ o fato deste ndo obedecer as condicdes de
monotonicidade para malhas ortogonais com razao de aspecto menores que \/ig Este valor é
obtido através do computo de todos os fluxos ao redor de um volume de controle por expressoes

similares a equacdo 4.6 quando um meio isotrépico € considerado.

regido onde todos os
critérios sdo atendidos
drn s
regido de falha de
algum dos critérios

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

as

Figura 4.8: Mapeamento de monotonicidade para o MPFA.

Assim, assumindo ky, = ky, = 1, os quatro fluxos para o EbFVM nas dire¢des vertical e

horizontal sdo escritos como
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regido onde todos os
critérios sdo atendidos
Az .
regido de falha de
algum dos critérios

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

dr i

Figura 4.9: Mapeamento de monotonicidade para o EbFVM.

1 1 6

fE= @(PN_PNE)‘l’g(PS_pSE)"’@(pP_PE) (4.19)
1 1 6

fw = @(pN—pNW)Jr@(PS—PSW)Jr@(PP—pW) (4.20)
14 14 6/

n= g(pN—psz)Jrg(pN—pNE)+§(pP—pN) (4.21)
14 V4 6/

fs= 3 (pw —psw) + 3 (PE — PsE) + ) (pp—ps) (4.22)

Reunindo os fluxos na expressdo para o volume de controle P, onde }; f; = 0 é possivel

obter os coeficientes utilizados nas equacdes 4.14-4.17, assim,

1 ¢
AN =Anw = Asg = Asw = —( +—)

8/ ' 8
1 3
AE_AW_AN_AS_IE_Z (4.23)
3¢ 3
Ar=5 1

E importante notar que dos coeficientes apresentados em 4.23, Ag,Aw,An,As ndo sdo in-
condicionalmente negativos, podendo ocorrer a inversdo do sinal para ¢ < \/Lg 0 que viola
a condi¢do 4.15. Este comportamento, mesmo para malhas ortogonais € meios isotropicos,
decorre da utilizacdo das coordenadas do ponto médio das faces na avaliacdo da matriz de
derivadas. Pelo mesmo motivo o EbFVM sempre utiliza um esquema de multiplos pontos inde-

pendentemente do problema a ser resolvido. Uma forma de alterar este comportamento € alterar
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as coordenadas utilizadas no calculo da matriz de derivadas, utilizando, por exemplo, o ponto
médio das arestas assim como no MPFA %, Esta alteracio na quadratura do método tem reflexo
no esténcil apresentado pelas equacdes, fazendo com que o EbFVM tenha um nimero reduzido
de ndo-nulos na matriz de coeficientes assim como o MPFA. Esta alternativa faz com que o
mapeamento anteriormente apresentado na Fig. 4.9 fique alterado segundo a Fig. 4.10. Esta
alternativa fornece bons resultados para os elementos retangulares, porém influi negativamente
no quanto um elemento de razdo de aspecto proxima da unidade poderia ser distorcido. Para o
MPFA uma deriva¢io mais completa com quadratura variavel pode ser obtida®?, entretanto nio
existe uma quadratura 6tima para todos os tipos de malhas e tensores.

1
0,9
0,8

0,7

06 regido onde todos os
’ L critérios sdo atendidos

A2 05 .
’ regido de falha de

algum dos critérios

0,4
0,3
0,2

0,1

a1

Figura 4.10: Mapeamento de moontonicidade para o EbFVM modificado.

Este tipo de andlise de mapeamento é uma funcio direta das condi¢des de monotonicidade.
Estas condicdes operam sobre os coeficientes da matriz [AP ], advinda da discretizag¢do do pro-
blema e ndo levam em conta sua inversa nem as condicdes de contorno do problema. Devido
a isto estas condicdes sdo mais restritivas e excluem alguns exemplos de malhas que, a pesar
de possuirem coeficientes que violam as condi¢des apresentadas, possuem inversa totalmente

positiva.
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Capitulo 5
Exemplos de Aplicacao

Este capitulo tem por objetivo apresentar a solucdo de problemas utilizando os métodos
de volumes finitos demonstrados anteriormente. Para tal, duas implementa¢des bdsicas sdao

utilizadas, onde a principal diferencga estd no calculo dos coeficientes da equagao da pressao.

5.1 Validacao e analise do erro

De forma a validar os c6digos implementados, problemas com solucdo analitica podem ser
utilizados. A equacdo da pressao pode ser resolvida em alguns casos para meios anisotropicos e
geometrias simples, entretanto, devido ao cardter hiperbdlico da equacdo da saturacao, solucdes
analiticas para esta equacao sdo mais dificeis de obter. Como interesse especial estd sendo
dado a discretizagdo da equagdo pressdo e uma vez que o acoplamento temporal das equacdes
faz com que a obten¢do da saturacdo seja feita por um procedimento algébrico dependente dos
coeficientes da equagdo da pressdo, uma validacdo da equagdo da pressao ja se faz bastante tutil.

65,66

Dois casos serdo explorados para comparacao das solugdes com as solugdes analiticas, o

primeiro onde o meio é homogéneo e anisotropico e o seguinte onde uma descontinuidade do
campo de permeabilidade se faz presente. Um terceiro problema com solu¢do analitica também

¢ apresentado, mas nesse caso o mais interessante € a comparagao entre os dois métodos.

5.1.1 Meio anisotrépico homogéneo

Neste problema o objetivo € obter a solu¢do numérica da equagdo

V-(-K-Vp) =g (5.1)
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em um dominio quadrado de arestas unitdrias ([0;0],[1;1]) cuja permeabilidade é dada pelo

tensor

= 2
K — (5.2)

Para este problema a distribuicdo de pressao € dada pela equacgao a seguir como uma fungao

das coordenadas espaciais x € y. A solug@o € demonstrada também na Fig. 5.1.

plx,y) =e” (5.3)

I Presséao
l 26

0.8
0.6
04

0.2

Figura 5.1: Solugdo analitica em um meio anisotrépico homogéneo.

Como a solucdo é conhecida, o termo fonte g € escrito como
g=—-2(1+x*>+xy+y*)e” (5.4)

Condicdes de contorno de Dirichlet com valor dado pela propria solugdo analitica do pro-
blema sdo consideradas para a solu¢do numérica. Como o meio é considerado homogéneo as
mesmas malhas podem ser empregadas tanto para o EbLFVM quanto para o MPFA. A Fig. 5.2
mostra duas de uma série de malhas empregadas nos testes, uma com 8x8 elementos em cada
lado do quadrado e outra com 16x16 elementos. Outras malhas mais refinadas foram geradas
sempre dobrando o nimero de elementos em cada lateral e mantendo a mesma distribuicao de

quadrilateros e triangulos até malhas com 256x256 elementos.

Como a solugdo analitica do problema € conhecida, é possivel determinar a diferenca entre

a solu¢do numérica e a solugdo analitica para cada n6é da malha e assim definir um vetor de



5. Exemplos de Aplicagao 53

Figura 5.2: Malhas empregadas para a solugdo em um meio homogéneo anisotrépico.

erros, tal que cada componente deste vetor estd associada ao desvio entre a solucio analitica e

a solucdo numérica de um né da malha, da forma

1
ep = —(pp— pp) (5.5)

NG

onde np é o nimero de ndés da malha, pp a solu¢gdo numérica no né P e p‘;‘) a solucdo analitica.

Utilizando a norma £2 do vetor de erros,

(5.6)

Efetuando o coOmputo para as malhas empregadas e tracando um grafico da norma do erro em
funcdo do numero de n6s da malha obtém-se a Fig. 5.3, onde € possivel visualizar o decaimento

do erro com o devido refino da malha tanto para o EbFVM quanto para o MPFA.

A Fig. 5.3 também demonstra uma linha de inclinacio de referéncia de segunda ordem,
ou seja, um método numérico onde o quadrado do erro decai conforme o tamanho médio dos
elementos da malha é reduzido pela metade apresentaria a mesma inclinacao. Para este caso os
dois métodos apresentam o mesmo comportamento conforme a malha € refinada, entretanto o

MPFA possui a magnitude dos erros menores que os apresentados pelo EbFVM.

5.1.2 Meio anisotropico heterogéneo

O segundo caso € utilizado para demonstrar a capacidade dos métodos em tratar meios
com uma descontinuidade de propriedade no dominio. A Fig. 5.4 demonstra as dimensdes do

dominio onde dois materiais com permeabilidades diferentes estdo representados.

Mais uma vez o problema a ser resolvido é dado pela equacgdo 5.1, onde o tensor permeabi-

lidade agora é dado pela equagdo 5.7.
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—a— EbFVM
] —e— MPFA
1E-3 4 - -=--inclinacdo de
] referéncia
1E-4 4 <
o) E
—
q_) <4
8 1E-5
° 3
£ ]
2 1E-6 4
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Figura 5.3: Norma do erro em fun¢do do nimero de nés da malha para um meio anisotrépico
homogéneo.

-1

Figura 5.4: Dominio de solugdo e regides com diferentes tensores permeabilidade.

1 0
x<0
_ 0
K — (5.7
20 10
x>0
10 20
\
O campo de pressao € dado pela equagdo 5.8 e demonstrado na Fig. 5.5.
10x[2sen(y) + cos(y)] + sen(y) x<0
p(x,y) = (5.8)

e*sen(y) x>0
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Presséo
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Figura 5.5: Solugdo analitica para o problema com uma descontinuidade do tensor permeabili-
dade.

O termo fonte € escrito como

_ 10x[2sen(y) + cos(y)] + sen(y) x<0 5.9)

—20¢e*cos(y) x>0
Neste exemplo as mesmas malhas ndo podem ser utilizadas devido a diferente associacao
das propriedades nos entes geométricos. Desta forma, malhas ligeiramente diferentes serdo
empregadas assim como na Fig. 5.6, onde a regido central possui nimero impar de elementos
para o MPFA (Fig. 5.6(a)) e um nimero par de elementos para o EbFVM (Fig. 5.6(b)). Desta

maneira assegura-se que para o EbFVM a permeabilidade esteja relacionada aos elementos

enquanto que para o MPFA aos volumes de controle.

(@) (b)

Figura 5.6: Diferenca na construcdo das malhas empregadas para o (a)MPFA e para o
(b)EbFVM.

Mais uma vez, uma seqiiéncia de malhas € utilizada e para cada um dos métodos até refinos
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de 256x256 elementos para o EbFVM e 255x255 para o MPFA. Um vetor de erros e sua norma
£2 sdo calculados com base na solucdo analitica assim como no teste anterior. A Fig. 5.7

demonstra o comportamento da norma do erro para as diferentes malhas.

0.1 5
3 —a— EbFVM

—e— MPFA

-- --inclinagéo de

referéncia

0.01 4

1E-3 3 N

1E-4 4

Norma do erro

1E-5

1E-6

1E-7

100 1000 10000 100000
Numero de volumes

Figura 5.7: Norma do erro em funcdo do nimero de nés da malha para o problema heterogéneo.

Para este caso o MPFA possui erros de magnitude menor que os apresentados pelo EbFVM.
Também € possivel verificar que neste caso os dois métodos possuem a mesma inclinagdo da

referéncia de segunda ordem.

Os resultados dos dois casos apresentados demonstram a correta implementacdo dos méto-

dos numéricos e adequada convergéncia do método de solucdo do sistema linear da pressao.

5.1.3 Meio homogéneo anisotropico particular

Outro problema interessante decore da utilizacao de um tensor que obedeca a relagao k)%y =
%kxxkyy e uma malha cartesiana ortogonal, assim como descrito na Se¢do 4.3. Para este tensor
¢é esperado que as expressdes do fluxo do MPFA e do EbFVM sejam iguais, levando ao mesmo

sistema linear de equacdes. Um tensor que obedeca esta relagdo pode ser escrito como

K = (5.10)
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onde neste caso, o termo fonte da equacao 5.1 para a solucdo 5.3 fica escrito como

g=—(4+8x% +dxy+y*)e” (5.11)

Como sistemas lineares iguais para equagao da pressao sao esperados, a norma do erro tam-
bém deve ser a mesma quando o mesmo método de solugdo de sistemas lineares € empregado.
Obtendo mais uma vez o vetor de erros e a norma £2 do mesmo, para uma sequéncia de malhas

obtém-se a Fig. 5.8, onde fica clara a igualdade dos fluxos descrita anteriormente.

1E-6 5

] —[0— EbFVM
1E-7 - —e— MPFA
1E-8
o 1E94
= ]
o B
8 1E-10
© ]
£ ]
5 1E-114
z 3
1E-12 3
1E-13 3
1E-14 F———rrrmr—
10 100 1000 10000 100000 1000000

Numero de volumes

Figura 5.8: Norma do erro em fun¢do do nimero de nés da malha para um meio anisotrépico
homogéneo.

5.2 Analise de monotonicidade

Nesta secdo serdao analisados resultados sobre a monotonicidade das solucdes apresentadas
pelos métodos EbFVM e MPFA em meios homogéneos. Para tal os critérios citados na Sec¢ao
4.4 serdo utilizados juntamente com o problema definido na mesma secdo, que corresponde a
resolver a equacdo de um escoamento monofdsico (equagdo 5.1) em um dominio quadrado com
condic¢des de contorno homogéneas e um termo fonte positivo pontual localizado no centro da
malha. Para todos os métodos, independentemente da malha e das propriedades do meio, seria
esperada uma solucao monotodnica similar a demonstrada na Fig. 4.4, onde nenhum valor do
campo de pressdao seria maior que a pressdo no volume de controle onde o termo fonte esta
presente e também nunca negativo. Para os casos apresentados malhas de quadrilateros serdao

utilizadas e o termo fonte sera escrito como
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qg= 1ofm (5.12)
keg

onde kg € kyn s@0 os autovalores do tensor permeabilidade.

5.2.1 Maeio isotropico com razao de aspecto unitaria

Como caso mais simples, um meio isotropico com tensor permeabilidade dado por

= 1
K — (5.13)
0

serd empregado com uma malha de quadrildteros uniformes com 20x20 elementos. A Fig. 5.9

demonstra as solucdes para os dois métodos e 0 maximo valor da pressdo em cada um deles.

0.2 0.2
p_=0.172778 P =0.158926

Pressao

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

(a) (b)

Figura 5.9: Solucdo do problema com termo fonte pontual e condi¢cdes de contorno homogéneas
para um meio isotropico com malha uniforme de quadrilateros para o (a)EbFVM e (b)MPFA.

Fica evidente pela Fig. 5.9 que os dois métodos apresentam solugdes monotOnicas assim
como o indicado pelas Fig. 4.8 € 4.9. As diferentes pressdes maximas sio facilmente explicadas
pelos diferentes coeficientes que formam o sistema linear na discretizacao das equagdes. Para
este caso a equagdo do volume de controle central, onde estd localizado o termo fonte, possuira
nove valores ndo-nulos para o EbFVM e cinco ndo-nulos para o MPFA. Esta diferenca € devida
ao alinhamento do tensor permeabilidade com a malha e assim cada fluxo no MPFA € calculado

utilizando apenas dois pontos, assim como apresentado na equacao 4.9.
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5.2.2 Meio anisotrépico com razao de aspecto unitaria

Utilizando o mesmo problema definido anteriormente e a mesma malha, mas alterando o
tensor permeabilidade para um tensor anisotropico € possivel verificar o comportamento das
solucdes. Para este caso kg = 1, kyn = 1000 e o angulo entre as dire¢des principais do tensor e
as linhas da malha é /6. No sistema coordenado x — y, onde o problema esta sendo descrito,

este tensor assume a forma

= 250,75 432,58
K= . (5.14)
432,58 750,25
A Fig. 5.10(a) mostra o campo de pressao para o problema em questdo utilizando MPFA.
A solugdo, evidentemente ndo-monotonica, apresenta oscilagdes devido a forte anisotropia do

meio??. A Fig. 5.10(b) exibe os elementos onde ao menos um né assume valor negativo para o

campo de pressao.

p_ =0.17616

max

015 p_ =-0.04637
min

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

(@) (b)

Figura 5.10: (a)Solucdo do problema com termo fonte pontual e condi¢des de contorno ho-
mogéneas para um meio anisotrépico com malha uniforme de quadrildteros para o MPFA;
(b)Elementos onde ao menos um né possui solu¢do negativa.

A Fig. 5.11 traz os mesmos resultados para o EbLFVM. Apesar de rigorosamente ndo-mono-
tonica a solugdo obtida pelo EbFVM ¢€ suave e com magnitude das oscilacdes de ordem menor
que a apresentada no MPFA. Em contrapartida o maximo valor da pressao no EbFVM € subs-
tancialmente diferente do valor calculado empregando MPFA. Apesar de malhas relativamente
grosseiras terem sido empregadas € importante ressaltar que o refino e malha ndo evita este tipo
de comportamento>", apenas minimizando-o, uma vez que a maneira como os coeficientes que

originam o sistema linear ndo fica modificada pelo refino.
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1

P _=0.06393
max
p = -0.001347 08

Pressao

0.6

0.4

0.2

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0

0.6
X
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Figura 5.11: (a)Solugdo do problema com termo fonte pontual e condi¢des de contorno ho-
mogéneas para um meio anisotrépico com malha uniforme de quadrilateros para o EbFVM;
(b)Elementos onde ao menos um nd possui solucio negativa.

5.2.3 Maeio isotrépico com razao de aspecto nao-unitaria

Neste exemplo o mesmo problema serd resolvido uma vez mais para o tensor permeabili-
dade dado por 5.13, entretanto uma malha com razdo de aspecto £ = 0,25 é empregada com
o intuito de verificar a falha nos critérios de monotonicidade no EbFVM assim como previsto
pela deducdo dos coeficientes em 4.23. A Fig. 5.12 demonstra a pressdo para uma malha com

20x80 elementos utilizando tanto o EbFVM quanto o MPFA.

0.005 p =4.634¢-3 0.005
max

p =4.288e-3
max

X

00005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045

00005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045

(a) (b)

Figura 5.12: Solu¢do do problema com termo fonte pontual e condi¢des de contorno ho-
mogéneas para um meio isotropico para malha com razdo de aspecto 0,25 (a)MPFA e
(b)EbFVM.

A solugdo para este caso utilizando MPFA € monotonica, assim como esperado pela uti-
lizagdo dos critérios de monotonicidade. O campo de pressao advindo da solu¢gdo com EbFVM
apresenta pontos de inversao do sinal da derivada, demonstrado em detalhe na Fig. 5.13. Ape-
sar de estritamente ndo-monotOnica, a magnitude das oscilacdes da solu¢cao no EbFVM é muito

pequena.
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Figura 5.13: Detalhe do campo de pressdo para o EbFVM em uma malha de razdo de aspecto
0,25.

Os resultados dos testes de monotonicidade deixam claro que nenhum dos métodos, objetos
deste estudo, sdo incondicionalmente monotonicos. A principal diferenca observada reside na
amplitude das oscilagdes geradas pelos dois métodos. Apesar do MPFA possuir uma maior
gama de op¢des de solugdes monotdnicas, quando ocorrem solugdes ndo-monotdnicas estas
apresentam oscilagdes fortes. Ao contrario o EbFVM apresenta, para os casos teste estudados,

solugdes suaves.

5.3 Problemas bifasicos

Nesta secdo o interesse estd em resolver problemas de reservatérios onde a solucdo da
equacdo da pressdo e da saturagdo sdo buscadas para situagdes mais gerais onde € necessdria a

avaliacdo da mobilidade sobre as faces dos volumes de controle.

5.3.1 Problema dos trés pocos

Num primeiro caso o reservatério é composto por um dominio onde todas as fronteiras sao
isoladas e trés pocos, um injetor e dois produtores, sdo posicionados de tal forma que os produ-
tores estejam a mesma distincia do pogo injetor, conforme a Fig. 5.14. Uma das dimensdes do
reservatorio € suficientemente maior que a outra, tal que os efeitos das extremidades ndo afetem

os resultados.
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pocos produtores 10m

| 10m |
~4 | o

10m

\pogo injetor
100m

Figura 5.14: Configuracdo do problema dos trés pogos.

Este problema € tipicamente empregado para verificar os efeitos que a malha introduz so-
bre a solucdo. Para um meio homogéneo e isotrépico, como aqui considerado, a solucdo é
idealmente simétrica, entretanto dependendo da forma como o fluxo € avaliado, podem ocor-
rer alteracdes na solucdo numérica para malhas distorcidas. Para este problema uma malha de
paralelogramos com inclina¢do de 45°, com 20x200 elementos foi empregada. O pogo inje-
tor opera com vazdo de dgua prescrita enquanto que os produtores possuem pressiao de fundo
de poco fixa e constante durante o decorrer da simulacdo. Os valores de viscosidade foram
escolhidos de forma a minimizar os efeitos de orientacio de malha??. A Tabela 5.1 lista as
propriedades do reservatdrio e as condi¢Oes operacionais do problema. A Fig. 5.15 demonstra

a forma das curvas de permeabilidade relativa utilizadas.

Tabela 5.1: Propriedades fisicas e condi¢des operacionais para o problema dos trés pocos.

porosidade 0,15
permeabilidade absoluta 10~ Bm?
viscosidade do 6leo 0,001Pa-s
viscosidade da dgua 0,01Pa-s
saturagdo minima de dgua 0
saturacdo residual de 6leo 0
saturacdo inicial 0
vazdo de injecdo 1,2 10*6’%3
pressdo de fundo de pogo 10°Pa
indice de poco 6,28m?

As figuras 5.16 e 5.17 mostram a evolucdo do campo de pressdo para diferentes volumes
porosos injetados (VPI). Fica evidente a similaridade entre os resultados dos dois métodos, prin-
cipalmente no que diz respeito a simetria das solu¢Oes para a malha empregada. Esta simetria
advém da correta representacdo do fluxo por multiplos pontos em ambos os métodos. Neste
caso toda a anisotropia do problema estd concentrada na malha e mesmo assim para uma malha

severamente distorcida os métodos apresentaram resultados consistentes.
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Figura 5.15: Curvas de permeabilidade relativa.

As Fig. 5.18 e 5.19 mostram para o mesmo problema a evolugdo do campo de saturagao
para alguns tempos. Também € possivel verificar certo grau de simetria nestas solucdes, apesar
da frente de movimentacdo dos fluidos ficar afetada pelo simples esquema de avaliacdo das

mobilidades nas faces do volume de controle empregado.

Outra forma de verificar a simetria das solucdes € através das curvas de corte d’dgua de
cada um dos pocos produtores. Nestas curvas a razdo entre a vazio de dgua e a vazdo total €
monitorada ao longo do tempo. Idealmente para o arranjo de pocos utilizado, se a frente de dgua
atingir os dois pocos produtores a0 mesmo tempo, as curvas seriam coincidentes, entretanto
ndo € o que acontece pela Fig. 5.20. Este resultado € altamente influenciado pela avaliacdo
das mobilidades nas faces dos volumes de controle e pelo refino de malha, porém € importante
notar que apesar de ndo coincidentes as curvas dos pogos produtores, a discordancia foi a mesma
tanto para o EbFVM quanto para o MPFA, demonstrando a similaridade dos resultados dos dois

métodos.

5.3.2 Reservatoério heterogéneo

Neste exemplo o intuito € verificar o comportamento dos métodos quando um reservatorio
isotrépico heterogéneo é empregado. Devido as diferentes associagdes dos valores de perme-
abilidade aos elementos ou aos volumes de controle, malhas desiguais serdo empregadas. A
Fig. 5.21 demonstra uma parte do reservatorio onde as cores representam a permeabilidade e
na seqiiéncia é demonstrada como sao construidas as malhas. Neste caso a alternativa € em-
pregar malhas de quadriléteros, pois assim os volumes de controle do MPFA coincidem exata-
mente com os elementos utilizados no EbFVM, gerando uma malha desencontrada no interior

do dominio e ligeiramente diferente nos contornos para um dominio quadrado.
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Figura 5.16: Campo de pressao utilizando MPFA.
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Figura 5.17: Campo de pressao utilizando EbFVM.
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Figura 5.18: Evolugdo da frente de dgua utilizando MPFA.
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Figura 5.19: Evolucdo da frente de dgua utilizando EbFVM.
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Figura 5.20: Curvas de corte d’4gua para os pocos produtores utilizando EbFVM e MPFA.

reservatorio EbFVM MPFA

Figura 5.21: Constru¢ao dos elementos da malha do EbFVM e do MPFA para um dado meio
pOroso.

A Fig. 5.22 demonstra os valores de permeabilidade empregados neste teste. Os valores

possuem variacdo no dominio de forma quase continua, sem grandes descontinuidades.

100 -
80 -
60 -
40 -

20

Figura 5.22: Mapa de permeabilidade utilizado para representar um reservatorio heterogéneo.

Para este problema dois pogos serdo considerados, um injetor na posi¢do de coordenadas
(0;0) e um produtor em (100;100). Os dados requeridos para a simula¢do sdo listados na

Tabela 5.2 e as curvas de permeabilidade relativa empregadas sdo demonstradas nas Fig. 5.23.

A Figura 5.24 demonstra os campos de saturacdo para diversos tempos tanto para o EbFVM

quanto para o MPFA. Existe boa concordancia entre os resultados, apenas ficando a frente de
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Tabela 5.2: Propriedades fisicas e condi¢des operacionais para o problema heterogéneo.

porosidade 0,27
viscosidade do 6leo 0,01Pa-s
viscosidade da dgua 0,001Pa-s

saturacdo minima de dgua 0,23

saturacao residual de dleo 0,26
saturacdo inicial 0,25
vazdo de inje¢ao 1,15- 10’6’"73

—a— 3gua
—e—dleo

0.8+
0.6 4

0.4+

Permeabilidade relativa

0.24

0.0

T T T T T T Y T T 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
saturagdo da agua

Figura 5.23: Curvas de permeabilidade relativa.

dgua com pequenas diferencas devido a associacdo da permeabilidade a diferentes entidades
da malha. Para o MPFA se em um volume de controle a permeabilidade ¢ menor que nas
regides vizinhas, a saturacdo muda mais lentamente, forcando o fluido a circundar este volume
de controle. Para o EbFVM, como em um volume de controle diferentes valores de permeabi-
lidade estdo presentes, a saturacdo obtida € um valor representativo das diferentes por¢des que

contribuem ao volume de controle.
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Figura 5.24: Campos de saturagdo para diferentes tempos utilizando MPFA e EbFVM.



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagdo foram apresentados dois métodos numéricos utilizados para simulacao
de reservatorios de petréleo a fim de obter-se uma comparacdo dos mesmos. A formulagdo
empregada demonstra que os dois métodos sao métodos de volumes finitos, ou seja, as equagdes
de balanco sdo escritas como somatoérios de fluxos discretos ao redor dos volumes de controle

da malha.

A questao principal foi avaliar quais as diferencas entre os métodos de discretizacdo para
o célculo de tais fluxos discretos. Neste caso foi suficiente o0 emprego de um modelo de es-
coamento simplificado, onde somente dgua e dleo estavam presentes no meio poroso, sendo
tratados como fluidos incompressiveis e isotérmicos, na auséncia de gravidade e pressdo capi-
lar. As equagdes diferenciais que regem este tipo de problema foram apresentadas de forma a
explicitar as caracteristicas das grandezas que estavam sendo calculadas chegando-se a equagao

da pressdo e a equacdo da saturacdo na forma de Buckley-Leverret.

Através da forma pela qual as equacdes de balango foram escritas, os coeficientes, tradi-
cionalmente chamados de transmissibilidades na literatura de reservatdrios, agrupam as diferen-
cas mais importantes durante o procedimento de discretizagdao das equagdes. Como a equagdo
da saturagdo foi escrita também como uma funcao destes coeficientes, foi de certa forma sufi-
ciente uma validacdo da equacdo da pressdo para qual solucdes analiticas podem ser calculadas.
Resultados foram obtidos para diversos refinos de malha, demonstrando a convergéncia dos
métodos independentemente da malha empregada e também demonstrando a correta imple-

mentacao dos codigos computacionais utilizados.

Andlises de monotonicidade foram muito empregadas na literatura para prever o compor-
tamento do MPFA em situacdes simples, verificando a falha da metodologia em determinadas

circunstancias, como quando meios fortemente anisotrépicos e/ou malhas severamente distor-
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cidas sdo empregadas. Este tipo de andlise foi utilizado aqui para o EbFVM, concluindo-se que

este, como outros métodos, nao produz solugdes estritamente monotdnicas.

Contudo as solugdes obtidas utilizando EbFVM mostraram um comportamento muito mais
suave quando comparado com as oscilacdes apresentadas pelo MPFA. Para problemas isotrpi-
cos e malhas ortogonais com razdo de aspecto diferente da unidade os critérios de monotonici-
dade demonstravam uma solu¢@o nao-monotdnica para o EbFVM e verdadeiramente a solugdo
apresentava intensidade das oscilagdes indesejadas muito reduzida, préximas as regides onde
a solucdo apresenta gradientes elevados. Este comportamento nao-monotdnico da solu¢iao ndo
¢ apresentado pelo MPFA devido a uma caracteristica da formulagdo empregada. Apesar de o
método utilizar, inclusive em sua nomenclatura, multiplos pontos para avaliacdo dos fluxos, em
determinadas situagdes onde as direcdes principais do tensor permeabilidade estdo alinhadas
com a malha apenas dois pontos sdo empregados na aproximacdo do fluxo. Este tipo de carac-
teristica faz com que a equacdo discreta de cada volume de controle possua um determinado
nimero de ndo-nulos na matriz de coeficientes diferente para cada orientacdo do tensor perme-
abilidade. No EbFVM tradicionalmente empregado, onde o pontos utilizados na avalia¢ao do
fluxo estdo localizados sobre o centrdide das faces dos volumes de controle, as equacgdes de
todos os volumes sempre possuirdo o mesmo nimero de nao-nulos na matriz de coeficientes
independentemente do tensor permeabilidade. O nimero de vizinhos de um volume de controle

¢ determinado pelos elementos que contribuem para o volume de controle em questao.

Os resultados aplicados aos problemas de reservatorios deixaram clara a capacidade de am-
bos os métodos em produzir solugdes consistentes com a fisica do problema a que se estd
estudando. Mesmo para malhas distorcidas solu¢des simétricas podem ser obtidas, a menos dos
efeitos de interpolacdo das mobilidades nas faces dos volumes de controle. Outra caracteristica
importante € a capacidade de utiliza¢ao para simulacdo em meios heterogéneos como os encon-
trados em casos reais de simulacdo de reservatdrios. Neste caso apenas nao € possivel empregar
as mesmas malhas devido a associagdo a diferentes entes geométricos das propriedades de um

meio previamente determinado.
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