UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
ENGENHARIA MECANICA

ANALISE DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE NAS
EQUACOES DE NAVIER-STOKES UTILIZANDO O METODO DOS
VOLUMES FINITOS BASEADO EM ELEMENTOS E SOLUCAO ACOPLADA

Dissertacdo submetida a

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

para a obtencio do grau de

MESTRE EM ENGENHARIA MECANICA

RAFAEL MENDES

Florianopolis, fevereiro de 2007



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
ENGENHARIA MECANICA

ANALISE DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE NAS
EQUACOES DE NAVIER-STOKES UTILIZANDO O METODO DOS
VOLUMES FINITOS BASEADO EM ELEMENTOS E SOLUCAO ACOPLADA
RAFAEL MENDES
Esta dissertacao foi julgada adequada para a obtencao do titulo de

MESTRE EM ENGENHARIA

ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA

sendo aprovada em sua forma final.

Clovis Raimundo Maliska, Ph.D. - Orientador

Fernando Cabral, Ph.D. - Coordenador do Curso

BANCA EXAMINADORA

Antonio Fabio Carvalho da Silva, Dr. Eng. - Presidente

Antonio Augusto Ulson de Souza, Dr. Sc.

Leonardo Paes Rangel, Ph.D.



AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer a todas as pessoas que de alguma forma contribuiram para a
elaboracdo deste trabalho, em especial:

Ao Professor Maliska pela orientag@o e ensinamentos.

Aos amigos do laboratorio SINMEC.

A ANP, POSMEC/UFSC e SINMEC/UFSC pelo apoio financeiro e infra-estrutura
utilizados no inicio do trabalho.

Aos meus pais € minha irma, pelo amor, confianga e por acreditarem, muito mais que
eu, na conclusdo bem sucedida deste trabalho.

A minha esposa Luciana pelo amor e incentivo nos momentos de dificuldade. Sem seu

apoio e compreensao este trabalho ndo seria concluido.



Sumario

Introducéo

1.1. Motivacao

1.2. Revisao Bibliografica

1.3. Objetivos e Contribuicdes

Discretizacdo das Equacdes de Navier-Stokes Utilizando o Método dos Volumes

Finitos Baseado em Elementos
2.1. O Método dos Volumes Finitos Baseado em Elementos
2.2. Discretizacao das Equacoes de Conservaciao da Quantidade de Movimento

2.2.1. Termo Transiente

2.2.2. Termo Advectivo

2.2.3. Termo de Pressdo

2.2.4. Termo Difusivo

2.2.5. Agrupando os Termos

2.3. Discretizacdo da Equacio de Conservagao da Massa

Funcéo de Interpolacédo do Método FIELDS

3.1.  Exemplo

3.2. Obtencao da Funcio de Interpolagio 2D

3.2.1. Termo Transiente

3.2.2. Termo Advectivo

3.2.3. Termo de Pressdo

3.2.4. Termo Difusivo

3.2.5. Forma Final

3.3. Montagem dos Coeficientes do Sistema Linear Global

Funcéo de Interpolacdo Rhie-Chow
4.1. Exemplo
4.2. Obtencao da Funcio de Interpolagao 2D
4.3. Equacio de Conservaciao da Massa
Condicdes de Contorno
5.1. Exemplo com Conducio de Calor Bidimensional
5.2. Aplicacao das Condicoes de Contorno Conservativas

5.2.1. Velocidade Prescrita

5.2.2. Pressdo Prescrita

Implementag¢éo Computacional

6.1. Modulo Gerenciador

6.2. Modulo Geométrico

6.3. Modulo Matematico

6.4. Moédulo de Equagoes

Resultados

7.1. Validacao das Solucoes

7.1.1.  Cavidade Quadrada com Tampa Movel

7.1.2.  Placas Planas Paralelas

10

12
13

17
19
19
20
21
22

23
25
26

28
29
30
32
33
35

36
40
41
46
49
51
54

60
60
62

66
66
68
68
70
71

72
72
81



8.
9.

7.2. Comportamento com o Passo de Tempo

7.3. Comparacdes entre os Métodos

7.4.  Aplicacdes em geometrias complexas

Concluséo e Sugestdes

Referéncias Bibliogréficas

83
86
94
97
99



Lista de Figuras

Figura 1.1. Fraca relagdo entre a pressdo, P, € @ MASSA €SPECTIICA, P..........c.ocueeeeeseiiaiiieieieeee et 3
Figura 1.2. Esquema utilizado por métodos de solugao Segregados..................ccocuuviiiieiiaoiniinienieeee e 4
Figura 1.3. Método segregado. variaveis avancando Separadamente.......................cccoceevveeeecreeveeseeseeseeesenennns 4
Figura 1.4. Arranjo co-localizado e desencontrado de VariQveis. .................c.cccocvveeieiiiieeieeiieeieeeieeeesie e 10
Figura 2.1. Exemplo de malha nGO-eStrUtUFAAQA. ...................cccocueviiviiiciieiieieeieeieeie et 13
Figura 2.2. Volume de controle e seus pontos de iNteZragao. .................ccccccceririiriiiiisiioeeieniinenene et 14
Figura 2.3. Pontos de integrag¢do (pi) e sub-superficies (SS) de um elemento. .................ccccccoovvevciiviiceacieniannnnn. 14
Figura 2.4. Mapeamento do dominio (X,1) PAF@ (E,7]).......cccvevveiiiiiiiiiieeieeie et 15
Figura 2.5. Vetor normal a uma sub-superficie do volume de controle. ................c..ccoccevviiviiiieniiiiiiiinieeiee 17
Figura 3.1. Malha unidimensional. ..................ccocccoiiieiiiiiie ittt ettt ees 26
Figura 3.2. Identificagdo de ponto a montante do ponto de integra¢do I entre 0s nés 1 € 2...........ccccccccceeeenni.. 30
Figura 3.3. Identificagdo de ponto a montante do ponto de integracgdo 1 entre os pontos de integragdo 2 e 4.... 31
Figura 3.4. Ax e Ay usados para aproximar o termo difusivo do SVCI.........c.ccccevevmieiiiiiiiiiiieeeeeee 34
Figura 3.5. Montagem do sistema linear global a partir dos elementos. ................ccccoocevvceioencenieieciieseiiee 39
Figura 4.1. Malha unidimensional. ..................ccoccoiiiiiiiiiiiiie ettt 41
Figura 4.2. Nos envolvidos na equagdo de conservagdo da massa de um volume de controle quando se utiliza o

método Rhie-Chow de interpolagdo das velocidades nos pontos de integragao. .................cc.occeeveeveveveeeceeeeennenn, 50
Figura 5.1. Pontos de integracgdo sobre a fronteira do dominio. pifl € Pif2..........c.ccccoovvveiiieiiieveiciiieiiaeeeens 51
Figura 5.2. A regido sombreada representa os volumes de controle onde ndo ha conservagdo das propriedades

quando as condi¢ées de contorno sdo aplicadas na forma “ndo-conservativa’. ...............ccccceeeeeverveeieeneennenn. 52
Figura 5.3. Problema de condugdo de calor em placa bidimensional. ....................c.cccccoceeveniniiiiiiiinciniencnenenn, 54
Figura 5.4. Campo de temperatura da placa em regime permanente. ...................cc.ccueeeioeroeenceeneaeeaeenieneenen. 57
Figura 5.5. Comparagdo dos perfis de temperatura calculados com a solu¢do analitica, na linha y=H/2.......... 58
Figura 5.6. Pontos de integracdo em uma fronteira paralela Ao €ixo y.............cccceeceeooiiciioeniieneieeesieseee 61
Figura 5.7. Pontos de integragdo sobre uma fronteira com escoamento completamente desenvolvido. .............. 63
Figura 6.1. AIGOFItMO de SOIUGAO. ................cooceiiiiiiiiiieee e ettt 67
Figura 7.1. Problema da cavidade quadrada com tampa movel. .................ccccccoooiiiiiiiniiiniiiiiieiee e, 73
Figura 7.2. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método FIELDS e Re = 100. ............. 73
Figura 7.3. Perfil de velocidade v na linha horizontal central. Método FIELDS e Re = 100..............c..ccccou..... 74
Figura 7.4. Campo de pressdo relativa obtido com o método FIELDS para Re = 100. ...........c.ccccccoovvevienrann. 74
Figura 7.5. Residuo por iteragdo. Método FIELDS com 441 nos e Re = 100. ............cccoooveviiveiieiianieieeeen, 75
Figura 7.6. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re = 100.......... 75
Figura 7.7. Residuos por iteragdo. Método Rhie-Chow com 441 nos e Re = 100. ...........ccccccoovvevoiiiiiceicienia. 76
Figura 7.8. Campo de velocidade adimensionalizado. Método Rhie-Chow e Re = 1000. ...............ccccocccveeuennen. 77
Figura 7.9. Malha nd@o-estruturada de 9601 NOS. .............cccccioueiiiiiiiiieeieet ettt 77
Figura 7.10. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método FIELDS e Re = 1000. ......... 78

Figura 7.11. Perfil de velocidade v na linha horizontal central da cavidade. Método FIELDS e Re = 1000. ..... 78
Figura 7.12. Comparagdo entre os residuos obtidos com configuragdo padrdo do solver e com novos

parametros. Método FIELDS € Re = 1000...............c..ccccouevueiiiiiieiieie ettt ettt eve e saessaesseesaeanse s e 79
Figura 7.13. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re = 1000...... 79
Figura 7.14. Perfil de velocidade v na linha horizontal central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re = 1000.. 80

Figura 7.15. Residuo por iteragdo. Método Rhie-Chow e Re = 1000. .............cccccoeecuirinininiiniiiiiiiieieieeenn, 81
Figura 7.16. Problema de escoamento entre placas planas paralelas.....................cccccccoccoivniiiiniininocioenenenn, 81
Figura 7.17. Campo de velocidade. Meétodo Rhie-Chow € Re = 50. ..........cccoccveiiioiiieiieiieeeeeeee e 82
Figura 7.18. Campo de pressdo. Método Rhie-Chow € Re = 50...........cccccooiiiiieiiiiiiiiee ettt 82
Figura 7.19. Comparagdo do perfil de velocidade na saida das placas com a solugdo analitica do escoamento.
Re =50 @ MAINA AE 341 FOS. .......oceeeeeiee ettt ettt et n et et 83
Figura 7.20. Residuos por iteragdo dos métodos FIELDS e Rhie-Chow para o problema do escoamento entre
placas paralelas com Re = 50 € MaING de 341 NOS. ........c.ccceieiiiiiiiiiii et 83
Figura 7.21. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método FIELDS no problema da cavidade
quadrada com tampa movel. Re = 1000 € Malha de 1681 HOS. .............cc.ccuevieveiciiiciiaieeieeee e 84
Figura 7.22. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método Rhie-Chow no problema da cavidade
quadrada com tampa movel. Re = 1000 e malha de 1681 HOS. .............ccccoueiieiiiiiiiieieeiee e 85
Figura 7.23. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método FIELDS no problema de escoamento
entre placas paralelas. Re = 50 € MalRa de 341 NOS...........c.cccooiriiiiiiiiiiiiiiiieeee et 85

Figura 7.24. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método Rhie-Chow no problema de escoamento
entre placas paralelas. Re = 50 € Malha de 341 HOS.............ccoooeiiiiiiiiie ettt 86



vii

Figura 7.25. Comparagdo entre os perfis de velocidade u obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re =

1000 € MAIRA A DT TOS. ..ottt ettt ettt ettt ettt 87
Figura 7.26. Comparagdo entre os perfis de velocidade v obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re =
1000 € MAIRA A DO TOS. ..ottt ettt ettt ettt ettt 87
Figura 7.27. Comparagdo entre os perfis de velocidade u obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re =
1000 € MAIRG AE 3721 TOS. ..ottt ettt et e bt et e e sa e st e st e bt ettt et e st e seeteenbes 88
Figura 7.28. Comparagdo dos residuos por iteracdo dos métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re = 1000 e malha com
L 7o X SRS 89
Figura 7.29. Comparagdo dos residuos por iteragdo dos métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re = 1000 e malha com
3720 FLOS. .ottt ae et a ettt h e a ekt n e a b e b b e b e b e ete bt nsenb et e beebeebe st st ensanes 89
Figura 7.30. Comparagdo dos perfis de velocidade na saida das placas obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-
Chow. Re =20 @ MAIRA A 112 TOS. .........cccooviiiiiiieeeeee ettt ettt 90
Figura 7.31. Residuos por iteragdo dos métodos FIELDS e Rhie-Chow para o problema do escoamento entre
placas paralelas com Re = 20 € MAIRG de 112 ROS. ............ccocouevvieiiiiiiiiieeieeie ettt es 90
Figura 7.32. Comparagdo entre os tempos totais de simulagdo do problema da cavidade quadrada com tampa
TOVEL COM RE = TO00. ...ttt ettt ettt ettt h et s ettt et et ne e ene 91
Figura 7.33. Comparagdo entre os tempos para solu¢do do sistema linear em cada iteragdo............................. 93
Figura 7.34. Comparagdo entre os tempos totais de simulacdo para malha de 3721 NOS. ..........cc.cccoeveevaennnnn. 93
Figura 7.35. Comparagdo entre os tempos para solu¢do do sistema linear em cada iteragdo............................. 94
Figura 7.36. Malha utilizada na simulacdo do escoamento entre placas com uma restri¢do. .................c..c....... 95
Figura 7.37. CAmpo de PFESSAO. ..........c.cccueieeiieiieee ettt ettt ettt ettt et a 95
Figura 7.38. Campo de veloCidade. .....................ccoocuoiiiiiiiiiiee et 95

Figura 7.39. Detalhe do campo de velocidade proximo ao estrangulamento. ................ccccccovevceenciaoencencenncnn. 96



SSTRNSE IS Y

2

Lista de Simbolos

Matriz de coeficientes referente aos pontos de integracao do elemento
Area [mz]
Matriz de coeficientes do elemento

Vetor independente do elemento

Matriz de coeficientes, proveniente da funcdo de interpolagao, de uma

variavel armazenada nos pontos de integragao

~

C

Matriz de coeficientes, proveniente da funcdo de interpolagao, de uma

variavel armazenada nos nos

T ~y b O =

|
N

k
L

Calor especifico a pressao constante [J/(kg K)]

Vetor independente do elemento proveniente da fungdo de interpolacao
Erro de aproximacao numérica da equagdo de conservagao da massa
Matriz de coeficientes finais elemento

Vetor independente final do elemento
Dimensao do dominio de calculo [m]
Vetores normais unitarios

Determinante da matriz Jacobiana da mudanga de coordenadas [m™]
Condutividade térmica [W m/K]

Distancia entre dois pontos no interior de um elemento; Dimensao do

dominio de calculo [m]

Z =03

U o

Pe
Re

SS

Vazao massica [kg/s]

Vetor normal a superficie

Funcao de forma

Ponto de integragdo

Pressdo armazenada nos pontos de integragdo [Pa]
Pressdo; Pressao armazenada nos nos [Pa]
Numero de Peclet

Numero de Reynolds

- r 2 . .
Termo fonte da equacgdo; Area [m”] ou comprimento de uma superficie

Subsuperficie



X

SvC Subvolume de controle

t Tempo [s]

T Temperatura [°C]

u, v Componentes do vetor velocidade relativos ao ponto de integragdo
[m/s]

U,V Velocidades relativas ao n6 [m/s]

\Y Vetor velocidade [m/s]

14 Volume

X,y Eixos do sistema de coordenadas cartesiano
Gregos

0 Derivada parcial

0 Delta de Kronecker

A Indica variacao discreta

\% Operador nabla

D, ¢ Variaveis genéricas

A Coeficiente de relaxagao

&1 Eixos do sistema de coordenadas local do elemento

U Viscosidade dindmica [Pa s]

p Massa especifica [kg/m3 ]
Subincides

1] Relativos a notagdo de Einstein; Relativos ao subvolume de controle e

no6 local, respectivamente

int Referente ao interior do dominio

m Referente a montante do escoamento

nb Referente aos nos vizinhos

P Referente ao n6 do volume de controle em questao

pi Referente ao ponto de integragao

pif Referente ao ponto de integragao da fronteira do dominio
rc Referente ao método Rhie-Chow

stencil Também envolve os nds dos elementos vizinhos



X,y Paralelo aos eixos x e y do sistema de coordenadas

Superindices

*

Variavel estimada

0 Referente ao passo de tempo anterior

A Referente ao termo advectivo

D Referente ao termo difusivo

E Referente a equacdo da energia

fi Termo proveniente da funcao de interpolagao

1 Nivel da iteragao

M Referente a equacao de conservacao da massa

p Referente a pressdo armazenada nos pontos de integracao

P Referente ao termo de pressao; Referente a variavel pressao nodal
T Referente ao termo transiente; Transposto

u, v Referente as varidveis u e v dos pontos de integragdo

U, v Referente as equacdes de conservacao da quantidade de movimento nas

direcdes de u e v; Referente as variaveis U e V' nodais

VP Proveniente do gradiente de pressao



Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os métodos FIELDS e Rhie-Chow para
tratamento do acoplamento pressdo-velocidade na solugdo das equagdes de Navier-Stokes e
realizar sua implementagdo computacional. Estes métodos apresentam diferentes maneiras de
introduzir a pressao na equacao de conservacdo da massa para a solugdo acoplada da pressao e
velocidade. Ambos se utilizam de técnicas baseadas em fungdes de interpolagdo, que sao
decorrentes das proprias equagdes de conservacdo da quantidade de movimento, de forma a
estabelecer um forte acoplamento entre as varidveis das equagdes. A aplicagdo em malhas
ndo-estruturadas ¢ realizada através do método dos volumes finitos baseado em elementos.

Com o simulador desenvolvido, os métodos FIELDS e Rhie-Chow sdo avaliados
através da solucdo de problemas conhecidos na literatura. Primeiro, sdo realizadas avaliagdes
individuais dos métodos quanto a sua estabilidade e consisténcia. Em seguida s3o tracados
comparativos entre as solu¢des obtidas. Sdo analisadas caracteristicas como: qualidade das
solucdes, convergéncia, influéncia do passo de tempo, tempos de solu¢do dos sistemas

lineares e montagem da matriz de coeficientes.



Abstract

The main goal of this work is the study of the FIELDS and Rhie-Chow methods for
treatment of the pressure-velocity coupling in the solution of the Navier-Stokes equations and
develop their computational codes. These methods have different ways of introducing the
pressure in the mass conservation equation when a coupled solution is sought. Both use
techniques based on interpolation functions, which come from the momentum conservation
equations, in a way that a strong coupling between the equations is established. The use on
unstructured meshes is performed by the element based finite volume method.

The FIELDS and Rhie-Chow methods are evaluated by solving well-known testing
problems from the literature. First, they are individually evaluated based on their stability and
robustness. Then, the solutions are compared and analyzed according to the following criteria:
solution quality, convergence, time step influence, CPU time spent to solve linear systems and

assembling the global coefficient matrix.



1. Introducao

A dindmica dos fluidos computacional (CFD) é uma ferramenta poderosa para
resolver problemas de engenharia envolvendo escoamento de fluidos. Ela permite predizer,
qualitativamente e quantitativamente, o comportamento de um ou mais fluidos escoando em
presenga de outros fendmenos fisicos, tais como: troca de calor, transferéncia de massa,
mudanc¢a de fase, reacdes quimicas etc. Na engenharia atual, praticamente todos os novos
projetos envolvendo escoamento de fluidos utilizam CFD como uma forma de reduzir tempo
e custos de desenvolvimento.

O continuo aumento da capacidade computacional disponivel tem impulsionado
fortemente a utilizacdo desta ferramenta. Processadores mais répidos e clusters de
computadores com baixo custo aproximaram CFD do meio industrial, deixando de ser
exclusividade dos centros de pesquisa. Hoje, CFD também ¢ uma area da engenharia. Uma
area que surgiu como seqiiéncia natural do crescimento do poder de solugdo das ferramentas
tedricas para a solugdo de problemas. E certo que as equagdes que se busca resolver sdo as
mesmas deduzidas por Navier e Stokes em 1822, mas apenas nas ultimas décadas ¢ que elas
estdo sendo resolvidas como auxilio importante a engenharia, em fungdo, principalmente, do
crescimento dos computadores e, como conseqiiéncia, dos métodos numéricos e ferramentas
computacionais.

Os problemas cientificos e de engenharia que sdo resolvidos através de técnicas de
CFD tém sido cada vez maiores, tanto em complexidade como em requisitos de capacidade
computacional. Isto faz com que o desenvolvimento de técnicas numéricas mais robustas e
eficientes seja uma necessidade constante. Estudar técnicas empregadas na simulagdo de
escoamentos de fluidos ¢, portanto, uma atividade essencial, ja& que, como salientado, a
simulagdo ja ¢é, e cada vez mais serd, uma ferramenta indispensavel em qualquer area da

engenharia.
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1.1. Motivagdo

O sistema de equagdes que governa os fendmenos envolvidos no escoamento de
fluidos pode ser representado pelas equagdes de conservacdo da massa, quantidade de
movimento, energia € uma equacdo de estado (Maliska, 2004). Em um sistema cartesiano de

coordenadas estas equacdes podem ser escritas, respectivamente, como:

op 0
a—fﬁLg(Pbﬁ-):O (1.1)
J
d d op o ou
— . _— . = —— _ _t Sui
az(p”’)+axj( ) o, ox, (”axj]+ (1.2)
d d o ( k ar .
Z(pr)+ —(pu.T)=——| =2 |45
at(p )+é’xj (pu] ) 8xj {cp axj " (1.3)
P=P(p.T) (1.4)

No processo de discretizagdo, o sistema de equagdes acima pode ser concebido para
ser resolvido de maneira segregada ou acoplada. A solugdo segregada consiste em resolver os
sistemas lineares de cada equacdo um a um, atualizando seus coeficientes devido as nao-
linearidades e ao acoplamento entre as variaveis. A solu¢do acoplada, por sua vez, cria uma
unica matriz envolvendo todos os coeficientes e resolvendo todas as incdgnitas
simultaneamente, necessitando de atualizagdes da matriz de coeficientes apenas devido as
ndo-linearidades do problema. Ou seja, com a solu¢do acoplada, logicamente, evitamos
empregar os conhecidos métodos para tratamento do acoplamento pressao-velocidade.

Na solucao de problemas compressiveis as varidveis do sistema de equagdes sdo:
massa especifica, pressdo, temperatura e as componentes do vetor velocidade. Existindo uma
variagdo consideravel da massa especifica com a pressdo, ao utilizar-se da solucdo segregada
temos claramente uma equacao para evoluir cada varidvel. Portanto, a massa especifica pode
ser calculada a partir da equacao de conservagdao da massa, a pressdao da equacao de estado e
as velocidades das equagdes de conservagao da quantidade de movimento em suas respectivas

direcoes.
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No entanto, problemas aparecem quando a massa especifica nao tem uma forte
dependéncia da pressdo. Pelo fato de a pressdo afetar de maneira muito fraca a massa
especifica do fluido, como ilustrado na Figura 1.1, a utilizagdo da equagdo de estado para
avaliar a pressdo torna o sistema numericamente instavel. Pequenas variagdes na massa
especifica podem produzir grandes variacdes no campo de pressdo, tendo conseqii€éncias
catastroficas para o método numérico. Isolar a pressdo de uma das equagdes da conservagao
da quantidade de movimento também nao ¢ suficiente, pois se deveria combinar os gradientes

nas trés direcdes para entdo determinar P.

A

P

g

P

Figura 1.1. Fraca relacdo entre a pressao, P, e a massa especifica, p.

Entdo, nos casos onde p ndo depende da pressdo, ou ¢ tratado como uma constante,
existe a dificuldade de encontrar um campo de pressdes que, a partir da solugdo das equacdes
de conservagdo da quantidade de movimento, origine um campo de velocidades que satisfaca
a equacdo de conservacdo da massa. Nestes casos, a dificuldade estd em resolver as equagdes
(1.1) e (1.2), devido ao forte acoplamento de suas variaveis.

Os métodos que utilizam a solugdo segregada usam a equacao de conservacao da
quantidade de movimento para calcular as componentes do vetor velocidade e transformam a
equacdo de conservagdo da massa em uma equagao que origina uma corre¢ao para o campo de
pressoes utilizado anteriormente. Este novo campo de pressoes deve corrigir as velocidades de
tal forma que a massa seja conservada. A Figura 1.2 mostra uma representacdo esquematica

destes métodos.
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. ‘( Conservagao da ]
Pressao /'y 'L Quantidade de Movimento Velocidade
\ 4

- . Erro na Conservagéao 3
Corrigir Pressao da Massa Conservagao da Massa

Figura 1.2. Esquema utilizado por métodos de solugao segregados.

A grande vantagem da solucdo segregada ¢ o menor tamanho de seus sistemas
lineares. Mas como cada variavel ¢ resolvida separadamente, ou seja, mantendo as demais
constantes naquele passo da solucdo, o avango das varidveis se da explicitamente e de maneira
desigual. Este fato aliado a outras aproximagdes do método, como as realizadas na construgdo
da equagdo para evoluir a pressdo, prejudica a estabilidade e a taxa de convergéncia do
método. Isto se reflete na necessidade da utilizagdo de fatores de relaxacdo, muitas vezes
determinados apenas pela experi€éncia do analista numérico. Outra caracteristica do método
que ¢ originada pelo avango em separado das variaveis € a dificuldade em encontrar um passo
de tempo que ofereca baixo tempo de calculo para a solugcdo do conjunto de equacdes. A
busca pelo passo de tempo 6timo, Atsime, pode se tornar uma tarefa dispendiosa, tomando

muito tempo computacional. A Figura 1.3 ilustra este tipo de comportamento.

A
Tempo

de CPU

CPUr_’)timo

>

At
Attc':'tim::J

Figura 1.3. Método segregado: variaveis avancando separadamente
dificultam o encontro do passo de tempo adequado.

Meétodos que utilizam a solugdo acoplada do sistema de equagdes surgem como uma
alternativa para alguns destes problemas. As equagdes sdo resolvidas em um tUnico sistema

linear que engloba todas as variaveis das equagdes (1.1), (1.2) e (1.3), caso esta ultima seja
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necessaria. Os métodos acoplados vém sendo cada vez mais utilizados em softwares
comerciais por se apresentarem mais robustos e estaveis. Por outro lado, exigem uma maior
capacidade computacional, em termos de armazenamento em memoria e processamento.
Devido ao tamanho e forma da matriz de coeficientes, métodos mais sofisticados de solugao
do sistema linear também sdo necessarios (Maliska, 2004).

A grande vantagem em reunir as variaveis em um Unico sistema linear ¢ a auséncia do
problema do acoplamento pressdo-velocidade, que ¢ a principal dificuldade encontrada em
métodos segregados. A criagdo de uma equagdo aproximada para a pressdo nao ¢ mais
necessaria, tornando o método mais robusto.

Entretanto, problemas aparecem ao se utilizar a equacdo de conservacdo da massa em
sua forma original. Ao discretizd-la em um determinado dominio de calculo, e montar um
sistema linear com todas as variaveis reunidas, ndo aparece um claro acoplamento matematico
na equacao de conservagdo da massa entre a pressao e a velocidade, quando fisicamente este
acoplamento ¢ muito importante.

Através das equagdes de conservacdo da quantidade de movimento a equagdo da
conservacao da massa impde uma importante restricdo a atuacdo da pressdo. Entdo, nas
solucdes acopladas, ¢ importante que esta restrigdo também esteja presente matematicamente
no sistema linear. A criagao de um acoplamento que faca com que a pressdo apareca também
na equac¢ao da conservacao da massa, ainda mantendo a presenca das velocidades, se torna um
passo importante nesta familia de métodos. Esta caracteristica presente em alguns métodos de
solucdo acoplada sera explorada ao longo deste trabalho.

E com esta motivagdo de estudar a relagdo entre pressdo e velocidade nos métodos

acoplados de solugdo das equagdes de Navier-Stokes que este trabalho se desenvolveu.

1.2. Revisdo Bibliografica

Visando um bom entendimento das caracteristicas e da forma em que os métodos de
solugdo acoplada sdo utilizados, no escopo de escoamentos considerados incompressiveis,
buscou-se fazer uma revisao dos trabalhos considerados relevantes na area e que permitissem
a construcao deste entendimento.

Primeiramente, um breve comentario sobre o método de discretizagdo das equagoes,
que serda apresentado no proximo capitulo. O método dos volumes finitos baseado em

elementos (EbFVM) agrega caracteristicas de conservacao das propriedades, provenientes do
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método dos volumes finitos, com a flexibilidade geométrica do método dos elementos finitos.
Ambos tém sua origem no método dos residuos ponderados. Neste, utilizando fungdes-peso
unitarias remete-se ao método dos volumes finitos, onde as equacdes sdo integradas em um
volume finito. Com fungdes-peso de outra natureza surgem os mais diferentes métodos
numéricos, entre eles a classe de elementos finitos.

O EbFVM tem suas origens no control-volume finite-element method (CVFEM),
apresentado por Baliga e Patankar (1980). O método foi sendo aprimorado e aplicado a varios
fenomenos envolvendo escoamento de fluidos (Baliga e Patankar, 1983; Zedan e Schneider,
1985; Prakash e Patankar, 1986; Stry et al, 2002). A forma utilizada no presente trabalho ¢ a
apresentada em Maliska (2004).

Conforme discutido na sec¢do anterior, a falta de uma equacao dedicada para a pressdo
¢ a principal dificuldade encontrada na resolu¢cdo das equagdes de Navier-Stokes aplicadas a
escoamentos incompressiveis. A abordagem utilizada inicialmente para resolver esta questao
¢ baseada na constru¢ao de uma equagao de Poisson para a pressao. Esta equacao ¢ deduzida a
partir da equagdo de conservagdo da massa, onde as derivadas da velocidade sdo substituidas
por expressdes que sdo fungdo do gradiente de pressdo. O sistema de equagdes assim
originado € mais comumente resolvido por procedimentos de solucao segregada, que consiste
em resolver as equagdes independentemente, de maneira seqiiencial.

Um dos procedimentos pioneiros na utilizacdo desta metodologia foi apresentado por

Chorin (1967; 1971). Neste, obtém-se um campo de velocidades V" a partir da solugdo das
equagdes de conservagao da quantidade de movimento sem considerar os efeitos da pressao.

A relagdo entre as componentes do vetor velocidade, u# e v, em uma situacdo bidimensional, e

., .
as componentes de V , u* e v¥, sdo dadas por

. MAtoP

e p Ox (1.5)
. AtOP

V= ——p _6y (1.6)

onde a pressdo deve ser calculada de forma que a equagdo de conservacdo da massa seja
satisfeita. Chorin propds o seguinte esquema iterativo para avangar a pressao de um nivel

iterativo i para o nivel i + 1:
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P[+1 — P[ _ﬂD (1'7)

onde D ¢ o erro da aproximag¢do numérica da equacdo de conservagdo da massa € 41 ¢ um
coeficiente de relaxac¢do. Assim, quando D for igual a zero, a pressdo estara convergida. O

procedimento iterativo deste método se resume a:

1. Calcular V".
Corrigir u e v com as eqgs. (1.5) e (1.6).
Calcular P com a eq. (1.7).

Iterar entre os itens 2 e 3 até convergir a pressao e a velocidade.

A

Avangar a solugdo no tempo.

Patankar (1972), a partir das idéias de Chorin criou o método SIMPLE (Semi Implicit
Linked Equations), de enorme repercussdo na area de CFD. Neste, equagdes similares as eqs
(1.5) e (1.6), baseadas na conservacdo da quantidade de movimento, sdo substituidas na
equagao de conservacdo da massa para calcular uma correcdo para o campo de pressao. O
ciclo iterativo contém os mesmos passos ja descritos por Chorin.

O método SIMPLE, por sua vez, originou uma série de outros métodos para o
tratamento do acoplamento pressdo-velocidade. Dentre os quais vale ressaltar o SIMPLEC
(SIMPLE Consistente) de Van Doormaal (1984). O SIMPLE e o SIMPLEC sao métodos que
foram largamente utilizados até pouco tempo atras.

Apesar de os métodos segregados terem demonstrado sua capacidade para resolver
escoamentos complexos, em muitos casos obter a convergéncia ¢ uma tarefa extremamente
custosa. O fraco acoplamento entre pressao e velocidade proporcionado por esta classe de
métodos exige a utilizacdo de fatores de relaxagdo, como o da eq. (1.7), e uma andlise
criteriosa na escolha do passo de tempo a ser utilizado. Um comportamento semelhante ao da
Figura 1.3 ¢ caracteristico dos métodos de solugdo segregada, devido ao avango em separado
de cada variavel.

Os métodos de solugdo acoplada, quase tdo antigos como os segregados, foram
inicialmente associados a altos tempos de computacgdo e alta capacidade de armazenamento de
dados. Autores como Galpin, em 1985, comegaram a apresentar formas de sobrepor estas
dificuldades através de solugdo acoplada apenas em uma linha. Franga Filho e Maliska

(1991), utilizando o método CELS (Coupled Element Line Solver), observaram dificuldades
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do mesmo para convergéncia em problemas advectivos dominantes, ou seja, com forte
presenca de ndo linearidades.

Macarthur e Patankar (1989) fizeram estudos analisando métodos de solugdo acoplada
e concluiram que estes se apresentam como boa alternativa de solucdo, pois ndo necessitam de
coeficientes de relaxagdo como os métodos segregados. Mas concluiram também que métodos
segregados, com seus parametros bem ajustados, ainda eram mais rapidos que os acoplados.

Com o avango da velocidade e capacidade de memoria dos computadores, combinado
com técnicas de solugdo multigrid (Hutchinson e Raithby, 1986) e desenvolvimentos de
métodos iterativos de solucdo de sistema linear e seus pré-condicionadores para matrizes
assimétricas (Saad, 2003), a solugdo acoplada das equacdes de Navier-Stokes passou a se
tornar mais atrativa.

O pacote comercial TascFlow® (TascFlow, 1995) utilizou com sucesso o método de
solugdo acoplada FIELDS (Raw, 1985). Este, utiliza o conceito de EbFVM associado a uma
func¢do de interpolagdo que, além de carregar os efeitos da fisica do escoamento, faz com que
a pressdo também apareca na equagdo de conservacdo da massa discretizada. Desta forma,
tratando tanto a pressdo como as velocidades de forma implicita nesta equagao, obtém-se um
melhor acoplamento matematico entre as variaveis. Se um procedimento semelhante a este
nao for adotado, apenas reunindo as equacdes, como as obtidas pelos métodos segregados, o

sistema linear com todas as equagdes discretizadas teria o seguinte formato

A“ 0 A4”Tu] [B"
0 A" A" |v|=|B (1.8)
A™ A" 0 | P| |B”

Ammara e Masson (2004) comenta que um sistema como o da eq. (1.8) seria de dificil
solugdo, pois a presencga de zeros na diagonal principal da matriz dos coeficientes a tornaria
mal-condicionada.

Portanto, obter uma equagdo de conservacdo da massa onde todas as variaveis
aparecem de maneira implicita, aliado a técnica de deixar o tensor tensdo em sua forma mais
completa nas equacdes de conservacao da quantidade de movimento (Souza, 2000), faz com
que todas as varidveis aparegam em todas as equacdes. Este procedimento trds um forte
acoplamento entre as variaveis e faz com que o método alcance a convergéncia com poucas
iteracdes. Pode-se constatar este baixo nimero de iteragdes quando compara-se os trabalhos

de Souza (2000), que utilizou o método FIELDS, com o trabalho de Tran et al (2006). Este
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ultimo transformou a equagdo de conservacao da massa em uma equagao de Poisson para a
pressao, deixando apenas a pressao como varidvel implicita e para as velocidades utilizou
valores conhecidos da iteracdo anterior. Ambos resolveram um mesmo caso € obtiveram
resultados equivalentes, mas com o método FIELDS foi necessario um nimero de iteragdes
cerca de vinte vezes menor. Obviamente, o nimero de iteracdes por si s6 ndo reflete o tempo
de solugdo, mas serve como indicativo da robustez do método.

Ferziger e Peric (1999) apresenta uma boa discussdo sobre a determinagdo da pressao
a partir das equagdes do movimento e da conservacdo da massa. A utilizagdo do método
FIELDS em problemas tridimensionais pode ser encontrada em Roth, 1997.

O pacote comercial ANSYS CFX® (Ansys CFX, 2005) passou a utilizar em suas
versdes mais recentes a solugao acoplada do sistema de equagdes. Para envolver a pressao na
equacdo de conservacdo da massa o software utiliza o esquema de interpolacdo Rhie-Chow
para as velocidades desta equagdo. A representagdo unidimensional da equacdo resultante é

dada por

oY —0 1.
Ox 4m | ox* ) (1.9)

(8Uj A A 0P
+
i

Esta equacdo representa uma aproximag¢ao em diferencas centrais da derivada da
velocidade, modificada por uma derivada de quarta ordem da pressdo, que age redistribuindo
a influéncia da mesma. E interessante observar que, com o refino da malha o segundo termo
da equagio (1.9) tende a zero com erro de truncamento Ax’. Isto faz com que se recupere
rapidamente o formato original da equagao.

O esquema de interpolagcdo utilizado, apresentado por Rhie e Chow (1983) foi
concebido originalmente para resolver o problema do campo oscilatorio de pressdo (check-
board problem; Patankar, 1980) que ocorre quando se utiliza o arranjo co-localizado das
variaveis (Peric et al, 1988). Neste tipo de arranjo, as variaveis sdo armazenadas no centro de
cada volume de controle, conforme mostra a Figura 1.4. No arranjo desencontrado, as
variaveis sdo armazenadas nas interfaces entre os volumes. Este ultimo vem caindo em desuso
devido a grande dificuldade de implementagdo quando se esta trabalhando com malhas mais
complexas, como as ndo-estruturadas tridimensionais.

Ao se integrar a equagao de conservagdo da massa em um volume de controle, passa a
ser necessario a avaliagao das velocidades nas interfaces dos volumes, de forma a proceder ao

balanco de massa. No arranjo co-localizado ndo se tem as varidveis disponiveis nestas
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interfaces. Entdo, neste caso, recomenda-se a realizagdo de uma interpolagdo linear entre as
equagdes de conservagdao da quantidade de movimento dos volumes vizinhos e assim criar
uma pseudo-equacdo para as velocidades na interface (Peric et al 1988, Maliska 2004). Na
interpolagdo proposta por Rhie e Chow, o gradiente de pressdo médio nesta pseudo-equagao
deve ser substituido por um gradiente de pressdao calculado localmente na interface, em
fungdo das pressdes presentes nos centros dos volumes vizinhos. Isto, segundo os autores,

evitaria o desacoplamento entre os campos de pressao e velocidade locais.

» Dlrcssao

NW N NE N

jii &«

P I T Velocidade v
- = - w P E
- - - 8 — 8 —r »
w e

&
W E SE |:;
i i 3. - - '

Co-localizado Desencontrado

Figura 1.4. Arranjo co-localizado e desencontrado de variaveis.

Portanto, a idéia que resulta na equagdo (1.9) ¢ utilizar o método de interpolacio
proposto por Rhie e Chow, que envolve as velocidades e pressdoes de volumes vizinhos, para
fazer com que a equacdo de conservagdo da massa possua estas variaveis tratadas
implicitamente e com o devido acoplamento fisico e matematico. Uma apresentagdo detalhada
dos métodos de acoplamento pressdao-velocidade em métodos segregados e a construciao de
pseudo-equacgdes para as interfaces para quando o arranjo ¢ co-localizado pode ser encontrada

em Maliska (2004).

1.3. Objetivos e Contribuictes

Este trabalho tem como objetivo estudar o acoplamento pressdo-velocidade em
métodos de solucdo acoplada. Além de analisar potencialidades e limitagcdes dos métodos com
relacdo as suas caracteristicas numéricas, busca-se também mostrar o equacionamento e
implementagdo dos mesmos.

Manteve-se o foco em duas metodologias de solugdo. A primeira utiliza o método

FIELDS, a segunda ¢ baseada no esquema de interpolacdo Rhie-Chow. Tanto em solu¢des
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segregadas com arranjo co-localizado como em solucdes acopladas, a questao fundamental ¢ a
criagdo de pseudo-equacdes para as variaveis necessarias nas interfaces do volume de
controle. O método FIELDS tem como base a aplica¢cdo da equagdo diferencial nas interfaces
com sua subseqiiente discretizacdo. Os métodos tipo Rhie-Chow utilizam as equagdes ja
discretizadas para os pontos nodais e procuram fazer uma média consistente destas equagdes
para criar pseudo-equagdes discretizadas nas interfaces.

Julgou-se importante analisar e comparar estes procedimentos devido a caréncia de
estudos com este objetivo descritos na literatura.

Como aplicagdo destes estudos, desenvolveu-se um simulador de problemas de
escoamentos bidimensionais, utilizando a metodologia de volumes finitos baseado em
elementos e solu¢do acoplada do sistema de equacdes.

Uma outra contribuig¢@o, que ndo era objetivo inicial, mas surgiu naturalmente durante
o desenvolvimento do trabalho, foi a aplicagdo de condi¢des de contorno conservativas com o
método dos volumes finitos baseado em elementos. Esta abordagem permite que se tenha
conservagao das propriedades em todo o dominio de calculo, o que garante solugdes coerentes
em termos de fluxo das propriedades nas regides proximas as fronteiras.

Todo este estudo se encaixa em uma série de trabalhos planejados pelo laboratorio
SINMEC relacionados com as diversas aplicagdes do método de volumes finitos baseado em
elementos. Os resultados e experiéncias adquiridas servirdo como base para trabalhos futuros

na area.



2. Discretizacao das Equacoes de Navier-Stokes
Utilizando o Método dos Volumes Finitos

Baseado em Elementos

Neste trabalho, as equacdes governantes dos fenomenos envolvidos no escoamento de
fluidos foram restritas as equagdes de conservacdo da massa, eq. (2.1), e quantidade de
movimento, eq. (2.2). Por simplicidade, considerar-se-4 escoamento bidimensional, fluido
com propriedades constantes e auséncia de forcas de campo. Estas hipdteses em nada
prejudicam as conclusdes do trabalho, j& que os objetivos buscam o melhor entendimento das

metodologias numéricas.

ou,; o
S @.1)
0 0 oP 0 ou, ou; 2. <
p@t( ) p@x_/. ( / ’) ox, ﬂ@xj (8);/. ox, '3 J 22)

Considerando a massa especifica do fluido como uma constante, a equacdo de
conservagao da massa pode ser simplificada a forma da eq. (2.1): divergente da velocidade
igual a zero. O fato de o divergente do vetor velocidade ser nulo em escoamentos

incompressiveis ndo foi utilizado para simplificar as equagdes de conservacdo da quantidade

de movimento. No termo difusivo da equagdo (2.2) a expressao V-V foi mantida, mesmo
aparecendo de forma explicita. O objetivo é fazer com que as componentes do vetor
velocidade aparecam mais vezes nas equagdes, fortalecendo assim o acoplamento entre as
equacdes. Esta consideragdo foi testada por Souza (2000), que mostrou que a presenga do

termo aumenta a taxa de convergéncia do método.
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2.1. O Método dos Volumes Finitos Baseado em Elementos

Neste trabalho, o método dos volumes finitos baseado em elementos foi aplicado
utilizando malhas nao-estruturadas para discretizar o dominio de célculo. Por malha nao-
estruturada entende-se que os elementos integrantes da mesma nao seguem um sistema de
ordenacao global. Portanto, cada elemento pode ter um numero diferente de elementos
vizinhos. Isto trds uma versatilidade muito grande, facilitando a discretizacdo de geometrias
complexas, com pequenos cantos e saliéncias. Como se trata de um dominio bidimensional,

os elementos que compdem a malha, por simplicidade, serdo restritos aos quadrilateros.
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Figura 2.1. Exemplo de malha nio-estruturada.

Neste método todas as variaveis do problema, u, v, P, T etc, estdo localizadas nos nos,
que so os vértices dos elementos que compdem a malha. Os nds também serdo os centros dos
volumes de controles. Entdo, para cada n6, que representa um volume de controle, devera
haver uma equagdo para cada varidvel. Os volumes de controle, onde as equacdes de
conservacdo serdo integradas, sdo formados por partes dos elementos que sdo compostos pelo
n6 que determina o centro do volume. Cada uma destas partes ¢ denominada de subvolume de
controle. Para construir um volume de controle unem-se os centroides de cada elemento que o
compde com o ponto médio de cada face. A Figura 2.2 exemplifica um volume de controle.
Detalhes da metodologia EbFVM podem ser vistos em Maliska (2004).

Ao se integrar as equacdes, os fluxos das propriedades serdo necessarios nas interfaces
do volume de controle. Estes fluxos sdo calculados através da sua aproximagdo no ponto
médio de cada segmento de reta que delimita o volume de controle. Estes pontos sdo

chamados de pontos de integragdo (pi), como mostrado na Figura 2.3.
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X Ponto de
Integracao

® No

Figura 2.2. Volume de controle e seus pontos de integracio.

Uma grande vantagem deste tipo de abordagem ¢ sua implementacdo computacional.
Pode-se percorrer os elementos calculando os fluxos em todos os pontos de integragdo de seu
interior e somando a contribui¢do de cada subvolume de controle ao seu respectivo volume de
controle. Isso garante também a conservacao das propriedades, pois o fluxo que ¢ atribuido
como “saindo” de um volume de controle ¢ computado como “entrando” no volume vizinho.
Outra vantagem no célculo dos fluxos ¢ obtida considerando as propriedades fisicas do
dominio constantes no interior de cada elemento, ou seja, ndo existe descontinuidade de
propriedades fisicas nos pontos de integracdo, facilitando assim os célculos. Evita-se com
1sso, por exemplo, a necessidade de aplicar a média harmonica das propriedades para célculo

dos fluxos nas interfaces.

\\____x__,,_.

Figura 2.3. Pontos de integracio (pi) e sub-superficies (SS) de um elemento.
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O método dos volumes finitos baseado em elementos utiliza também um sistema de
coordenadas local em cada elemento. Na verdade, cada elemento ¢ mapeado para um
elemento padrdo, orientado por um sistema de coordenadas local. No caso do elemento
quadrilatero, o mapeamento entre as coordenadas locais (¢, #) e as reais (x, y) € realizado por

uma funcao bilinear, escrita na forma:

SN,
i=1
4

(2.3)

x(&,7) (&)
(§ 77) ZIN,'(fﬁ)yi

1

onde os pontos (x; y;) sdo os vértices do elemento e N; sdo as fung¢des de forma, dadas por

M (gm) =+ £)i+n)
N, (&)= i(l—ﬁ)(l +17)
h (2.4)
Ni(&m)=(1=¢N1-n)
No(&n)= 1+ )i-n)

[

Figura 2.4. Mapeamento do dominio (X,y) para (& 7)

Assim, uma variavel ¢ no interior do elemento pode ser escrita em fun¢do do valor da

variavel nos nds como

p=3 Nk 2.5)
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O calculo das derivadas de uma varidvel ¢ nos pontos de integragdo também pode ser

realizado com o auxilio das fun¢des de forma. Basta diferenciar a equacao (2.5), obtendo-se

0 _5 9N,
ox _; ox % (2.6)
86 0N,
99 N, 2.7
» ; y¢ (2.7)

Empregando a regra da cadeia ¢ facil mostrar que as derivadas das fungdes de forma

sao dadas por:

ON. ON, 0y ON. O
Loy X (2.8)
Ox o0& on on o0&
ON, ON, ox ON, ox
=J — - — (2.9)
oy on 06 0¢ oOn
onde J, o jacobiano da transformada, ¢ dado por
ox dy ax dy |
J=| 2 TP (2.10)
0§ on 0nos

O vetor normal unitario de cada segmento de reta que delimita o volume de controle,

exemplificado na Figura 2.5, ¢ dado por

e Py 2.11)

onde Ay =y, —y, e Ax =x, —x,. Por convenc¢do, todos os Ax’s e Ay’s sdo sempre calculados

no sentido anti-horario. O diferencial de cada componente de 7 ¢ dado por dn, =n.ds .
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Figura 2.5. Vetor normal a uma sub-superficie do volume de controle.

2.2. Discretizacdo das Equacdes de Conservacéo da Quantidade de
Movimento

A discretizagdo das equacdes de conservagdo no método dos volumes finitos baseado
em elementos pode ser realizada através da integracdo destas equacdes na sua forma
conservativa em um volume de controle.

A eq. (2.2) sera reescrita abaixo tomando apenas sua componente u, que estd na

direcdo paralela ao eixo x do sistema cartesiano de coordenadas.

0 0 oP 0 ou Ou 22 -
—w)+p—wu)=——+py—| —+—-6,=-V-V
Pl p o, lua) = =2 6x,{8xi ox "3 j @12)
Tomando a integral da eq. (2.12) tem-se
0 0 ou Ou, 2- -
—(w)dV + | p— =— —dV —+—L=5,=V-V{dV 2.13
lpat(”) lpax,. () I I (ﬁx ax 3 J @13)

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss as integrais de volume podem ser

rescritas como integrais de superficie.
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0 Ou Ou, 2= -
lpa(“)dVJf!P(%”)‘”;dS = —lpnldsﬂl‘ﬂ(a—%Jra—x—% EV‘VJ'”;dS (2.14)

Como cada subvolume de controle contribui de forma independente para a formagao
de um volume de controle, sera mostrado aqui, por simplicidade, apenas a integragdo nas
superficies de um subvolume. Assim, cada termo da eq. (2.14) serd integrado separadamente
nas subseg¢des seguintes.

Para representar os coeficientes das equagdes integradas adotou-se uma convengao
para padronizar seus subindices e superindices. A Tabela 2-1 mostra um exemplo da
convengdo utilizada. Adicionalmente, adotou-se letras maiusculas para representar as
varidveis localizadas nos nos dos elementos e letras minusculas para as variaveis nos pontos

de integracao.

Tabela 2-1. Exemplo do sistema de convencio adotado para os
subindices e superindices dos coeficientes das equacdes integradas.

1
UvD

;Az‘,f Vi
U Referente a equacao da direcao u
V Coeficiente que multiplica a variavel V'
D Coeficiente oriundo do termo difusivo
i Referente ao subvolume de controle i
Jj Referente ao n6 local j do elemento

Z uvD

De acordo com a Tabela 2-1, a matriz , com componentes A", representa a

contribuicdo de cada subvolume de controle de um elemento aos volumes de controle
centrados nos nds deste elemento. Esta abordagem facilita a implementa¢do computacional

com a montagem elemento-por-elemento, que serd mostrada no proximo capitulo.
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2.2.1. Termo Transiente

A integracdo do termo transiente se torna simples com a consideragdo de que a
velocidade nodal representa todo o subvolume de controle. Para representar a derivada

temporal utilizou-se um esquema de interpolacdo de primeira ordem.

U -U;/
LVCIIO_ V= pVSVCl(IA—tlj (2.15)

A eq. (2.15) pode ser reescrita, no formato padrao adotado neste trabalho, como

Lm dv = ZAUUTU - B (2.16)
Jj=
onde,
vur _ PVsven
b At
A5 =45 =477 =0 (2.17)

BlUT _ PVper o
At

2.2.2. Termo Advectivo

O termo advectivo, para o SVCI, ¢ avaliado nos pontos de integragdo 1 ¢ 4 conforme a

equagao abaixo,
[l (ouacln, = [, Ay, — vt A [+ [, Ay, = priu, ] (2.18)

onde as velocidades com o superindice “0” representam as velocidades avaliadas no passo de
tempo anterior, pois no algoritmo utilizado, como seré visto adiante, esta ¢ a estimativa mais
recente.

Reescrevendo a eq. (2.18) no formato padrao,
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4
Lm (puu)dn, =3 a)''u, (2.19)

=
onde os coeficientes a;"" sdo dados por,

UuAd

a,; = pulOAyl _pvloAxl
ayy' =ajy' =0 (2.20)

UuA

a4, = p”z?Ay4 _WEAM

Como as variaveis do termo advectivo sdo avaliadas nos pontos de integracdo, uma
funcdo de interpolagdo deve ser utilizada para escrever as mesmas em fun¢do das varidveis
localizadas nos nds. A utilizagao das fungdes de forma para realizar esta tarefa resulta em uma
interpolagdo bilinear dos pontos nodais. Este tipo de interpolacao nao ¢ a mais adequada para
modelar o termo advectivo, pois este ¢ parabolico e transmite perturbagdes apenas na
orientagdo do vetor velocidade. Ja o termo difusivo, abordado na subsec¢dao 2.2.4, admite
interpolagdes lineares devido a sua natureza eliptica. Uma fungdo de interpolagdo adequada

para o termo advectivo sera deduzida no préximo capitulo.

2.2.3. Termo de Presséo
O termo de pressao da eq. (2.14) ¢ escrito como

4

[PrdS=>"al" p, = pAy, + p,Ay, (2.21)

SVCl1 Jj=1

onde os coeficientes sdo dados por

ay’ =at" =0 (2.22)
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Como no caso anterior, a integragdo do termo de pressdo também resultou em uma
expressdo que depende de variaveis localizadas nos pontos de integracdo. As pressoes dos
pontos de integracdo também receberao uma funcao de interpolagdo para serem escritas em

fungdo das pressdes nodais, conforme sera demonstrado no proximo capitulo.

2.2.4. Termo Difusivo

A integracao do termo difusivo ¢ dada por

ou. L
J‘ u a_”+ﬁ_5“£v.v ‘n,dS = dou_20v LAy, — 6_u+@ LAy, +
Ox, Ox 3 ' '

e 30x 30y oy Ox (223)
40u 20v ou Ov
o | MY~ | pAY,
3ox 3oy, oy Ox],

Utilizando as fung¢des de forma para representar as derivadas nos pontos de integracao,

tem-se que
ou, .-
[ ;{8—” s 2y Vj n.ds =
oo \Ox;  Ox 3
4 & ON, 2 G ON, 2 ON, 2 ON,
==y —U -ZY —)p -y —U.+) —V. + 2.24
|:3 o Ox "3 o) li|1IUAy1 |:i1 oy l ; Ox llluAXI ( :
4 & 0N, 2& 0N, } {48N. £ 0N, }
H =Y LU, -2 V| Ay, —| Y U+ Y LV | pAx
[3,-=18x 3;@ S ,Z;ay Z;x R
Reescrevendo a eq. (2.24) no formato padrao,
ou Ou, 22 < 3 :
J ”[5*5- ugV'V]'n,-ds=zAfﬁ*DUj IR .29
svel i J= J=

onde,
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4 ON, 4 ON,
A" = — LAY, /UAxl +— HAy 4_ ,qu4
3 ox |, .3 ox |, oy |,
4 6N 4 ON. ON.
A5 = — uhy, — A —H +— phy,—F — pAx
3 | 0 3 ox |, oy
4 ON. 6N1 4 ON. ON. 4 (2.26)
AP =2y E e S 42y, S5 e, S5
3 ox |, o | 3 ox |, |,
4 ON ON 4 ON. ON.
AUUD __ﬂAy 4 _ILIAX 4 +_ﬂAy 4 _ILIAX. 4
3 ox |, 18y13 toox |, 48y4
€
2 ON ON 2 ON ON
AUP — _Z Ay — Y — A Y 2 Ay, L — ek §
L1 3/‘ V) £y 1 HAX, ox |, 3,“ ) 4 P ) HAX, ox |,
2 ON ON 2 ON ON
ALY = =2 phy | = =T Ay - A,
3 oy |, ox |, 3 |, ox |,
(2.27)
2 ON ON 2 ON ON
AUP _ _Z A 30 A 2 2 A 3 uAx 3
1,3 3ﬂ V) o |, HAX, ox |, 3,u V4 o |, HAX, o |,
2 ON ON 2 ON. ON.
AL =—= uA Ho— A, — —= - uAx 4
1,4 3,U WV o |, HAX, o |, 3/UA)’4 |, HAXy ox |,

2.2.5. Agrupando os Termos

Ap6s realizar a integragdo em todos os subvolumes de controle, pode-se agrupar os
termos na equagdo de conservacdo da quantidade de movimento de maneira que esta seja

escrita na forma matricial para um elemento da malha, conforme a equacgdo abaixo.

[ZUUT _ ZUUD}} _ [ZUVD}? 4 [aUuA}; _ [aUpP]ﬁ _ BUr (2.28)

De maneira andloga, pode-se realizar o mesmo procedimento para a equagdo de

conservagao da quantidade de movimento na dire¢do y , que resulta em uma equagao na forma

[ZVUD}:/' n [ZVVT _ ZVVD]T} + [aVvA]V_ [anP]ﬁ _ BT (2.29)
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2.3. Discretizacdo da Equacédo de Conservacdo da Massa

A equacdo de conservagdo da massa pode ser integrada aplicando-se o mesmo
procedimento utilizado na integracdo da equagdo de conservacdo da quantidade de

movimento. Integrando-se a eq. (2.1) em um volume de controle tem-se

IZZ-" dv = [u,n,ds =0 (2.30)

4 J S

Do mesmo modo que a se¢do anterior, demonstra-se aqui apenas a integragdo no
SVCI1, conforme a equagdo abaixo, observando que os pontos de integragao para o SVCI sao

os pontos 1 ¢ 4.

IuinidS = [ulA)ﬁ - Vlel]+ [u4Ay4 —v4Ax4] (2.31)

NSS!

Escrevendo a eq. (2.31) seguindo a convengao adotada para os coeficientes, tem-se

IuinidS = i[af‘ﬁ‘uj + aﬂljvvj] (2.32)

svCl J=1

onde os coeficientes da equacdo integrada, que neste caso multiplicam as velocidade nos

pontos de integragao, sao dados por

Mu __ My _

a,; = Ay, a;, =-Ax,
Mu _ _Mu __ My _ My __

a,, =d3 = 0 a, =d; = 0 (2.33)
Mu __ My _

a4 =Ay, a4 = Ax,

A eq. (2.32) pode ser escrita na forma matricial, com o resultado da integracdo de

todos os subvolumes de controle de um elemento

G+ @™y =0 (2.34)
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Assim como as equagdes (2.28) e (2.29), a equacdo (2.34) representa os termos que
compordo as equacgdes de conservacdo quando estas forem montadas para cada volume de
controle composto por um de seus subvolumes.

Como ha uma varidvel nodal para cada equacdo de conservacdo, as varidveis nos
pontos de integracdo devem ser escritas, através de funcdes de interpolagdo, em funcio das
variaveis armazenadas nos pontos nodais. Este ¢ um dos problemas fundamentais que
aparecem quando se utiliza o arranjo co-localizado das varidveis, independente de a solugao
ser acoplada ou segregada. O proximo capitulo apresenta o método FIELDS como uma
solucdo para esta dificuldade.

Além disto, uma atencdo especial deve ser dada a equagdo de conservacdo da massa,
pois como busca-se resolver o sistema de equacdes de maneira acoplada, ou seja, em um
unico sistema linear, tem-se o interesse de que a variavel pressdo também esteja envolvida
implicitamente nesta equacao. Conforme discutido no capitulo anterior, esta ¢ uma forma de

alcangar o devido acoplamento matematico entre a pressao e a velocidade.



3. Funcao de Interpolacao do Método FIELDS

O capitulo anterior apresentou o método utilizado para discretizar o dominio de
solucdo e as equagdes de conservagdo da massa e quantidade de movimento. Para completar o
processo de discretizagdo, e realizar o fechamento das equacdes, ¢ necessario relacionar as
variaveis dos termos advectivo e pressdo nos pontos de integracdo com as varidveis
localizadas nos nos da malha.

Este fechamento ¢ dado pelas funcdes de interpolagdo. Ao longo dos anos de
desenvolvimento do método dos volumes finitos estas fungdes de interpolacao vém sendo
largamente estudadas, pois tém influéncia direta na qualidade das simulacdes (Barth e
Jespersen, 1989). A proposta do método FIELDS (Finite ELement Differential Scheme) ¢
incluir na fun¢do de interpolagdo mais efeitos da fisica do escoamento. Com isto, busca-se
resolver, ou pelo menos mitigar, problemas como: o desacoplamento entre gradientes de
pressao vizinhos; erros na escolha do perfil da funcdo de interpolacdo devido a natureza
advectiva ou difusiva do problema; condicionamento da matriz de coeficientes; efeitos do
gradiente de pressao no perfil de velocidade e efeitos multidimensionais do escoamento sendo
representados por funcdes com dimensionalidade inferior a do problema, conforme descrito
em Maliska (2004).

A abordagem do método FIELDS utiliza uma aproximag¢do numérica no ponto de
integracdo da propria equagdo diferencial da varidvel em questdo como funcdo de
interpolagdo. Portanto, em cada ponto de integracdo faz-se uma aproximagao algébrica local
da equagao diferencial, onde toda a fisica do fendmeno e acoplamentos relevantes ja estdao
naturalmente inclusos.

Adicionalmente, ao se utilizar estas mesmas fungdes de interpolagdo para as
velocidades da equacdo de conservacao da massa, ja se inclui automaticamente os termos de
pressao nesta equacao. Com isto, pode-se deixar as velocidades e a pressdo implicitas no
sistema linear, proporcionando assim um acoplamento adequado na utilizagao de varidveis co-

localizadas e na solucdo conjunta do sistema de equagoes.
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Este capitulo tem como objetivo apresentar a fun¢do de interpolacdo do método
FIELDS. Buscando um melhor entendimento, sera mostrado na proxima se¢do um exemplo
unidimensional simplificado da aplica¢cdo do método, seguido pela deducdo do mesmo para a
situagdo bidimensional abordada neste trabalho. Por fim, na secdo 3.3, a funcdo de
interpolagdo obtida sera aplicada as equagdes de conservagdo discretizadas, completando

assim a montagem do sistema linear global.

3.1. Exemplo

Para exemplificar a aplicacdo da metodologia proposta por Raw (1985) e verificar sua
influéncia na forma final da equagdo de conservagdo da massa, utilizar-se-4 um escoamento

unidimensional, incompressivel, advectivo/difusivo e com efeitos da pressao.

W P E

® X o X ®

| Ax | Ax |

Figura 3.1. Malha unidimensional.

As equagdes de conservagdo da massa e quantidade de movimento para o volume de
29 .9

controle centrado em “P”, com pontos de integracdo “w” e “e”, mostrados na Figura 3.1,

podem ser escritas como

m, -, =0=u, —u, =0 3.1)

pu = E (32)
X X

Para utilizar a propria equagdo da conservagdo da quantidade movimento como fungao
de interpolagdo para a velocidade nos pontos de integragdo, pode-se discretizar a mesma
utilizando aproximac¢do upwind para o termo advectivo e diferengas centrais para os termos
difusivo e de pressdo. Para o ponto de integragdo “e”, os termos da eq. (3.2) seriam

representados por
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du oU, —Up
27 e 33
pu " Ar/2 (3.3)
dP P, -P
- _E P (3.4)
dx Ax
du  u,+u,—2u, 3.5)
B T () '

Substituindo as equagdes (3.3), (3.4) e (3.5) na equacdo (3.2) e isolando a velocidade

do ponto de integragdo u, tem-se

Pe,+2] 2, Ax P, -P, 16
u,=u u .
© M\ Pe,+4) \Pe,+4) 2pu’(1+4/Pe, ) Ax (3-6)

onde Pe, = pqux/ 4 € o nimero de Peclet de malha.

Seguindo o mesmo procedimento para o ponto de integracdo “w”, chega-se a uma

funcdo de interpolacdo analoga a primeira:

Pe +2 2 Ax P,-P,
u, =uy,| ———|+u, + 5 (3.7)
Pe, +4 Pe,+4) 2pu’(1+4/Pe, )\ Ax

Por simplicidade, ao invés de substituir as funcdes de interpolagdo em sua forma plena
na equacdo de conservacdo da massa, analisar-se-4 apenas os casos extremos. Estes se
caracterizam por Pe tendendo a zero, que seria um problema difusivo dominante, e por Pe
tendendo ao infinito, caracterizando um problema advectivo dominante. Entdo, fazendo Pe

tender a zero e ao infinito na equagdo (3.6) tem-se, respectivamente

2 —
“ = Up +uy, N Ax* (P, - P, (3.8)
2 8u Ax
"y o=y + Ax (P, -P, (3.9)
e P zpug Ax .
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Observa-se claramente que em ambos os casos as fungdes de interpolacdao trazem
consigo a influéncia do gradiente de pressdo local. Este atua ajustando o que seria o perfil de
velocidade linear que aparece na eq. (3.8) e o perfil upwind, na eq. (3.9).

Aplicando o mesmo procedimento a equagdo (3.7) pode-se substituir as fungdes
encontradas na equacdo de conservagdo da massa, eq. (3.1), para obté-la em funcdo das

variaveis nodais. Para o caso de Pe tendendo a zero tem-se

Uy — Uy +Ax2 P.-2P,+P, _0 (3.10)
2Ax Su Ax’ '

e para Pe tendendo ao infinito, aproximando u° = (u O +u! )/ 2, tem-se

[u,,—uw}r A)_co [PE—2P2+PWJZO 3.11)
Ax 2 pu Ax

Observa-se que o primeiro termo das equacdes (3.10) e (3.11) sdo analogos a derivada
da velocidade e a expressdo entre parénteses no segundo termo ¢ analoga a derivada segunda
da pressdo. Portanto, a partir de uma fun¢do de interpolagdo com um suporte fisico adequado,
o método FIELDS origina uma forma da equacdo de conservagdo da massa que leva em conta
o campo de pressao.

Com a presenca de um termo que envolve a pressdo na equagdo de conservagao da
massa e sendo este termo tratado implicitamente e ndo apenas como uma constante baseada
nos valores de pressdo da iteragdo anterior, o sistema linear global de equagdes discretizadas
torna-se mais robusto. Com todas as variaveis aparecendo em todas as equagdes, fica
restringida a possibilidade de uma delas evoluir mais rapidamente que as demais, evitando

assim problemas de divergéncia da solugao.

3.2. Obtencao da Funcéo de Interpolacdo 2D

Seguindo o principio do método FIELDS, utilizar-se-a aqui como funcdo de
interpolagdo uma aproximagdo numérica da propria equagdo diferencial que rege o
escoamento. Portanto, utilizando as consideracdes feitas no inicio de capitulo 2, em especial a

de escoamento incompressivel, pode-se reescrever a equacao (2.12) de maneira simplificada:
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L L L. R ) 3.12
Par o Py e “ (3.12)

Esta equacdo deverd ser aproximada numericamente para cada ponto de integracdo do
elemento de maneira semelhante a realizada na secdo anterior. Para tal, cada termo da
equagao sera discretizado separadamente nas subsecdes seguintes, mostrando apenas a
aplicacdo para o ponto de integracdo 1, sendo andloga para os demais. Vale lembrar que o
objetivo aqui ¢ encontrar uma expressdo para as velocidades dos pontos de integracdo em
funcdo das variaveis armazenadas nos nds dos elementos. Para o termo advectivo ndo ¢
possivel, logicamente, utilizar as fun¢des de forma para o processo de interpolacdo. Se assim
fizéssemos, estariamos utilizando uma aproximagdo equivalente a diferengas centrais que,

sabidamente, introduz oscilagdes numéricas quando problemas advectivo-dominantes sdo

resolvidos (Maliska, 2004).

3.2.1. Termo Transiente

O termo transiente, avaliado no ponto de integra¢do 1, pode ser representado por uma

aproximacao de primeira ordem como

ou u —u K, .
Pl =p lAt 1 =zl“c1fuj —-d" (3.13)
pil Jj=

uuT

ul |~
1; € d|" séo dados por

onde os coeficientes ¢

uul p
Cip =
At
cy = =ely =0 (3.14)
d" = ﬁ“lo
At



Capitulo 3. Fung¢do de Interpolagdo do Método FIELDS 30

3.2.2. Termo Advectivo

O termo advectivo ¢ discretizado utilizando uma aproximacgdo upwind. Para isto,

torna-se mais conveniente reescrever o termo para uma linha de corrente local do elemento.

%o v 315
PP M P (3.15)

= 1/2 . ~ . . ~
onde ‘V‘ = (u2 + vz) e a derivada de u em relagdo a / representa a derivada na dire¢do do

vetor velocidade V . Entdo, o termo advectivo pode ser discretizado na forma
< | Ou | Upit — U pim
VI== = p|lV]| 2P 3.16
p\ \ Y p\ \ L (3.16)

2 1

O subindice “m” representa a mesma variavel avaliada a montante do ponto de
integragdo em questdo e L. ¢ a distancia entre o ponto de integragdo e o ponto a montante

onde avalia-se u,;1,». A Figura 3.2 auxilia na identificagdo de u;1 » € L..

3

Figura 3.2. Identificaciio de ponto 2 montante do ponto de integracio 1 entre os nos 1 e 2.
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Existem vérios métodos para se determinar u,1,,. Neste trabalho utilizou-se o Skew
Upstream Difference Scheme (SUDS). Souza (2000) mostrou que o SUDS resulta em uma
melhor taxa de convergéncia global do sistema quando comparado a outros esquemas
analisados em seu trabalho.

No esquema SUDS, u;,1 ., € determinado pela interseccdo entre o trecho a montante da
linha de corrente que passa pelo ponto de integragdo com a face do subvolume de controle em
questdo. Existem diversos algoritmos para determinar esta intersec¢ao, neste trabalho utilizou-
se as idéias de Chorda et al (2002). Em seguida, faz-se uma interpolacao linear para escrever
ujp1,m em funglo das velocidades localizadas nos nds e/ou pontos de integragdo proximos. Esta
abordagem considera que o escoamento ¢ uniforme no interior de um subvolume de controle.

Portanto, para o caso mostrado na Figura 3.2 deduz-se que

Uy = %Uz + (1 - —le (3.17)

a a
Uipim 22”4 + 1=—u, (3.18)

linha de corrente

3

Figura 3.3. Identificacdo de ponto 2 montante do ponto de integracio 1 entre os pontos de integracio 2 e 4
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Para o caso em que a linha de corrente intersecta a reta que une o ponto médio da face

entre o nos 2 ¢ 3 e o ponto de integragdo 2, utiliza-se um perfil linear entre 1/2(U, +U,) e
Uiz conforme equagdo (3.19). Deste modo mantém-se uma variagdo continua de ui,» sobre

as faces do subvolume de controle.

_a a\U,+U,
Uy =2 ¥ l—g — (3.19)

Como a aproximagao numérica do termo advectivo pode envolver, além das variaveis
localizadas nos nos, as varidveis dos pontos de integracdo, criou-se uma relacdo entre os
proprios pontos de integragdo. Esta relagdo leva a formag¢ao de um sistema linear com uma
matriz 4 x 4 para cada elemento. Esta matriz precisa ser invertida para se determinar os
componentes do vetor velocidade nos pontos de integragdo. O custo computacional desta
inversdo ¢ balanceado com a acuracia que esta modelagem proporciona.

Para cobrir todas as possibilidades de representacdo do termo advectivo, a equagdo

(3.16) pode ser reescrita em uma forma padronizada como

ou ou ~ 10U u . U4
ou—+ py— = V—: Cuu.u.+ CM« U .2
Ox ay ’0‘ ‘a] ; Lj 7j ; Lj J (3 0)
3.2.3. Termo de Pressao

A derivada da pressdo pode ser aproximada numericamente em um ponto de

integracao pelas fungdes de forma

oP

ox

pil i=1 Jj=1

4 dN 4
=Z{_l P}:ZCK'?PP, 3.21)
i ax il '

onde os coeficientes Cl”ffp sdo dados por:
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ON
ClufP — 1
ox il
ON
Clr =2
ox il
(3.22)
CuPP _ 8Na
L3
ox il
ON
CKZP — 4
ax pil
3.2.4. Termo Difusivo

Para representar o termo difusivo da equagdo, que ¢ um laplaciano bidimensional, de
acordo com a eq. (3.23), Raw (1985) derivou uma expressdo exata para um elemento
quadrilatero com os lados ortogonais e estendeu o resultado para aproximar casos de ndo-

ortogonalidade.

Vi O, O (3.23)
a o oy® ’

Aproximando cada termo do laplaciano por sua expansdo em série de Taylor, tem-se

0’u 1 |3 3 1 1
ax2 :—z[zUl +ZU2 —21/11 +ZU3 +ZU4} (324)
o'u 1 8 1 1
a))_ZZE{U1+U2_§u1+§U3+§U4} (325)
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2 1
. o
SVC2 ' SVCI1
Ay >‘I(
— DX
..... Kemmmmmm e m N - - -
SVC3 ' SVC4
X
. :
3 '4

Figura 3.4. AX e Ay usados para aproximar o termo difusivo do SVCI.

Substituindo as eqs. (2.24) e (2.25) na eq. (2.23) obtém-se

1 1
2 2 §U1+§U2—u1+—U3+—U4
v on, ou)l_ 8" 8 8 ° 8
/’l M—ﬂ axz a 2 _ﬂ sz 3A 2 (326)
L2
2 8
que pode ser reescrita como
4
8214 62u -=1Nj,pilUj —U
Viu=py —+—|= / (3.27)
Iu 'U[axz ayzj lu L%d,pil

onde 2 . = (Ax*/2+3Ay>8).
Para o caso de um elemento quadrilatero qualquer, Ay ¢ substituido pelo comprimento

da face em questdo e Ax pela razdo entre a area do subvolume de controle e Ay.

Portanto, representando o termo difusivo no formato padrao tem-se

2 azu azu : uuD 2 uUD
WVu=p —+— :ch’j uj+ZC1’j U, (3.28)
ox” Oy = j=1

onde
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CuUD _ Nl

IR /JLz
d pil

CHP — Nz

uuD _ /’l 2= ’LlLZ
Ciy 2 d | pil

Ly i (3.29)

wuD _ _uuD __ _uuD __ uUD __ N3

Cl, =¢5 =¢, =0 Ci; = _L2
d pil

CuUD _ N4

L4 = ,ULz
d pil

3.2.5. Forma Final

Com todos os termos da eq. (3.12) discretizados nos quatro pontos de integragdo de

um elemento, as matrizes com os coeficientes podem ser substituidas na equagao:
[EHMT + EuuA _ E*uuD}; + [CuUA _ CuUD}] + CuPPP — d ul (330)

Como pode ser observado na eq. (3.30), para obter uma relacdo explicita para as
velocidades nos pontos de integracdo com as variaveis nodais torna-se necessario a inversao

da matriz 4 x 4 que multiplica # . Entdo, isolando # tem-se
l,? — ['E'uuT + EuuA _ EuuD ]’1 {[NuUD _ GuUA b _ auPPﬁ + guT} (33 1)

A eq. (3.31) pode ser reescrita de maneira mais simplificada, condensando as matrizes

que multiplicam as variaveis, na forma:
i=C"U+C“"P+D" (3.32)

Portanto, a eq. (3.32) representa uma componente das velocidades dos pontos de
integracdo escritas em funcdo das varidveis armazenadas nos noés do elemento, ou seja,
armazenadas nos centros dos volumes de controle compostos pelo elemento em questao.

Analogamente pode se obter uma expressdo para a componente v do vetor velocidade

dos pontos de integracao:
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v=C"V+C"P+D" (3.33)

3.3.  Montagem dos Coeficientes do Sistema Linear Global

As equagdes (2.28), (2.29) e (2.34) representam as contribui¢cdes de cada subvolume
de controle ao seu respectivo volume de controle. Objetivando deixar estas equagdes em sua
forma final para possibilitarem a montagem das equagdes de cada volume de controle, deve-
se utilizar fun¢des de interpola¢do para as varidveis dos pontos de integragdo que ainda
aparecem nas equacdes. As componentes do vetor velocidade nos pontos de integracdo ja
foram devidamente equacionadas na secdo anterior. Contudo, as pressdes dos pontos de
integracao ainda ndo foram eliminadas.

Devido a caracteristica fortemente eliptica da variavel pressdo em um escoamento
considerado incompressivel, a mesma pode ser aproximada em um elemento por
interpolagdes bilineares, ou seja, usando as fun¢des de forma. Entdo, a pressdo em um ponto

de integracdo pode ser escrita como:

4
Py=2 N P=>ClP (3.34)

Entdo, tomando a eq. (2.28) como exemplo, faz-se a substitui¢do das varidveis dos
pontos de integracdo pelas egs. (3.32) e (3.34). Por conveniéncia, repete-se a eq. (2.28) na eq.

(3.35), abaixo:
[ZUUT _ ZUUD]U _ UG 4 U _ G = BUT (3.35)
Realizando as substitui¢des, tem-se:
[ZUUT _ ZUUD}:]' _ U e [GMUU + 5uPﬁ+Du:|_aUpP [5”’13]: BUT (3.36)

e combinando os coeficientes obtém-se
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[ZUUT _ ZUUD n EUuA&uU b _ ZUVDI} n [5UuAGuP _ a~UpP5PP ]ﬁ — BYUT _ a'UuADu (3.37)

Cada linha da eq. (3.37) representa os fluxos de quantidade de movimento em um
subvolume de controle do elemento em questdo. Portanto, para realizar a montagem da
equacdo de um volume de controle deve-se somar a contribui¢do dos fluxos de cada um de
seus subvolumes.

A eq. (3.37) pode ainda ser escrita em maneira mais simples, juntando-se os

coeficientes:
EWU+EYV+E"P=FY (3.38)

Realizando o mesmo procedimento com a equagdo de conservagdo da quantidade de

movimento na dire¢do v, eq. (2.29), tem-se
_ g 4 [ZVVT _ QD gAY ]V + [5M5vp _ avppgpp]ﬁ _ BT _ghipy (3.39)
Juntando os coeficientes, a eq. (3.39) pode ser reescrita como
EU+E"V+E"P=F" (3.40)

O mesmo processo de interpolagdo das variaveis nos pontos de integracdo em fungdo
das varidveis nodais também deve ser realizado com a equag¢do de conservagdo da massa

integrada (repetida abaixo por conveniéncia).
u+a"v=0 (3.41)
Substituindo as eqs. (3.32) € (3.33) naeq. (3.41) tem-se

g T + C" B+ D" |+ @ |GV + OB+ D" |=0 (3.42)

e agrupando os termos obtém-se
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[5 uGuU}j_l_[a‘MvavV:b;_l_[aMuéuP +5Mv5vP]I3=_[a*Mu[ju]_[anvl_jv] (3.43)

Da mesma forma que a eq. (3.37), cada linha da eq. (3.43) representa os fluxos de
massa que entram ou saem de um subvolume de controle do elemento em questdo. Quando
uma linha desta equa¢do ¢ somada as contribui¢cdes dos outros subvolumes de controle que
compdem um mesmo volume, tem-se entdo a equagdo de conservacdo da massa daquele
volume.

A equagdo (3.43) ¢ analoga as equacdes de conservagdao da massa (3.10) e (3.11)
obtidas no exemplo unidimensional. Ela possui o acoplamento fisico entre as varidveis
pressdo e velocidade, dado pela fun¢do de interpolagdo, e oferece o devido acoplamento
matematico destas varidveis, pois pode-se tratar ambas de maneira implicita.

Pode-se escrever a eq. (3.43) de uma maneira mais compacta, como
E™U+E"V+E"™P=F" (3.44)

O proximo passo € montar o sistema linear global a partir das equagdes (3.38), (3.40) e
(3.44). Para tal, deve-se somar as contribui¢des de cada subvolume a respectiva equagdo de
conservagao do volume de controle correspondente. A Figura 3.5 mostra esquematicamente o
procedimento de montagem do sistema linear global, tomando como exemplo uma
discretizacdo com 3 elementos. A tabela presente na Figura 3.5 mostra os elementos e a
correspondéncia entre a numeragao local e global dos nos.

Juntando todas as equacdes de conservacao de todos os volumes de controle em um
unico sistema linear, representado pela eq. (3.45), pode-se entdo encontrar os novos valores de

U, V e P nos nos da malha.

Z%UU Z%UV ZE:UP U ZFU
2EY YET YETIVI=| XF (3.45)
ZEMU ZEMV ZEMP P ZFM
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Tabela de Conectividade
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Figura 3.5. Montagem do sistema linear global a partir dos elementos.

O sistema acoplado dado pela eq. (3.45) quando resolvido nos fornecera as varidveis

U, V, e P em cada n6 da malha. Conforme ja mencionado, este sistema de equagdes devera

ser resolvido iterativamente com a atualizacdo da matriz de coeficientes devido as nao-

linearidades do sistema de equacdes diferenciais.



4. Funcao de Interpolacao Rhie-Chow

O método FIELDS, abordado no capitulo anterior, utiliza uma unica fungdo de
interpolagdo para as velocidades nos pontos de integracdo, que aparecem tanto na equagao de
conservacdo da quantidade de movimento quanto na equagao de conservagdo da massa. Esta
interpolacdo ¢ baseada em uma aproximagdo numérica local da prépria equagdo diferencial,
ou seja, da propria equacao da quantidade de movimento.

Como esta funcdo depende das velocidades e pressdes nodais, ao aplica-la para as
velocidades da equagdo de conservagdo da massa, faz-se com que tanto a pressdo como a
velocidade estejam presentes nesta equacdo. Devido a origem da fungdo de interpolagdo, se
estd garantindo o acoplamento matematico e fisico destas varidveis. Como apresentado no
capitulo 1, na interpolagdo Rhie-Chow a determinacao das variaveis nos pontos de integragao
¢ obtida a partir das equacdes discretizadas para os pontos nodais vizinhos. Algum tipo de
média consistente ¢ realizada utilizando estas equacdes discretizadas, obtendo-se o que
podemos chamar de uma pseudo-equacdo de conservacdo da quantidade de movimento para
as interfaces. Logicamente, velocidades e pressdes dos nds vizinhos estardo presentes nesta
média, criando o devido acoplamento.

Portanto, com uma expressao fisicamente consistente para as velocidades dos pontos
de integracdo, contendo a influéncia da pressdao e velocidade nodais, tem-se uma maneira
alternativa ao método FIELDS de representar a equacdo de conservacdo da massa
discretizada, com as caracteristicas que se deseja para a utilizacdo da solugdo acoplada.

Este capitulo tem como objetivo apresentar a aplicagdo do esquema de interpolagdo
Rhie-Chow. Primeiro, objetivando facilitar o entendimento, um exemplo unidimensional sera
utilizado. Em seguida, na se¢do 4.2, sera deduzido o esquema de interpolagdo bidimensional e

na se¢do 4.3 este esquema ¢ aplicado a equacao de conservagao da massa.
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4.1. Exemplo

De maneira anéloga ao capitulo anterior, sera utilizado como exemplo um escoamento
unidimensional, incompressivel, advectivo/difusivo e com efeitos da pressao.

O dominio de célculo pode ser discretizado com uma malha como a apresentada na

Figura 4.1.
wWwW W P E EE
L] b 4 L X L X ® X L]
WW w ¢ ce
I A_& 1 éI 1L Ax 1 é.'f ]

Figura 4.1. Malha unidimensional.

A equagdo de conservagdo da quantidade de movimento, escrita em sua forma

conservativa, € representada como

(4.1)

Realizando a integracdo da eq. (4.1) no volume de controle centrado no ponto “P” da
Figura 4.1, chega-se na equagdo (4.2), que estd em funcdo das varidveis avaliadas nos pontos

de integracdo “w” e “e” da mesma figura.

ol )= (2, ) o 4
X

du

dx

] (4.2)

e

Para representar as variaveis nos pontos de integracdo pode-se utilizar aproximagdes
em diferencas centrais paras as pressoes e derivadas das velocidades do termo difusivo. As
velocidades presentes no termo advectivo serdao interpoladas admitindo o perfil upwind, ou
seja, terdo o mesmo valor dos nos situados a montante do escoamento. Entdo, imaginando que
o escoamento seja da esquerda para a direita, faz-se estas aproximacdes na eq. (4.2) obtendo a

equacdo abaixo
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P, +P, P, +PPJ+ﬂ(UE -U, _UP—UW]

U, —uiiUW){ 5 ; - - (4.3)

Combinando os coeficientes, a eq. (4.3) pode ser reescrita como

0 2H 0 | 0 M M I 1
[me +M}UP_[WW+M}UW+[M}UE+[2}PW+[ Z}PE @.4)

ou de maneira mais simples como
AJU, =AU, + A U, + AP, + AL P, 4.5)

A eq. (4.5) representa, portanto, a equagdo de conservacdo da quantidade de
movimento integrada no volume de controle centrado no ponto “P”.
Integrando a equagdo de conserva¢dao da massa para o mesmo volume de controle

obtém-se a seguinte equagao
ue —uw = 0 (4.6)

As velocidades presentes na equagdo acima, avaliadas nos pontos de integracao,
devem ser escritas em funcdo das variaveis nodais, de forma a se obter um sistema linear
adequado para a solucdo acoplada. Para isto, primeiramente, reescreve-se a eq. (4.5) no

formato abaixo
A P.—P
AJU, =V — m{u} (4.7)

onde ¥ representa os termos envolvendo as velocidades dos nés vizinhos. O objetivo & ter,
com o formato da eq. (4.7), uma pseudo-equagdo para se determinar a velocidade do ponto de
integracdo. Esta pseudo-equacdo ¢ dada pela média aritmética da eq. (4.7) de dois volumes

vizinhos. Para o ponto de integragao “e”, esta pseudo-equagdo da quantidade de movimento ¢

dada por
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()=o)

13 o5

e para a o ponto de integracdo “w” tem-se
5 dP
v f— — —_
() u, = () Ax< dx>w (4.9)

O simbolo < > representa uma média entre os volumes vizinhos do termo nele

(P2 [13 2

contido. Entdo, as médias dos coeficientes A} ’s para os pontos de integragdo “e” e “w

podem ser escritas como ponderagdes simples dos Ay ’s de dois volumes vizinhos, conforme

a equacao abaixo

<Ag>e _ [AP]P ;—[AP]E (4.10)

<A5>W =Py TP (4.11)

Os termos V' dos volumes centrados em “P” e “E” podem ser representados por

expressoes originadas da eq. (4.7):

Pl =[av]u, + M{%} (4.12)
Pl =l v+ B 2 @.13)

Entdo, pode-se escrever o termo <I7> a partir de uma média entre as equacdes (4.12) e

e

(4.13):
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Qﬁe=<A5L[gi%g£J+%A{Pﬁ*Jégjﬁ_}”} (4.14)

A

analogamente, para o termo <V> , tem-se

Oaw:<Ag%(UP+UWj+%A47}+f};;?—I@W} @15

O ultimo termo das equacdes (4.8) e (4.9) deve ser aproximado, segundo Rhie e Chow
(1983), pela derivada da pressdo avaliada localmente, ou seja, apenas utilizando as pressdes
dos nods dos volumes vizinhos ao ponto de integragdo. Portanto, tais termos podem ser escritos

como

R k. (4.16)
dx [, Ax '
ar\ _P,-P,

<ﬂ>)_ - 4.17)

Finalmente, para se determinar a velocidade no ponto de integragdo “e”, as expressoes

contidas nas equacoes (4.14) e (4.16) podem ser substituidas na eq. (4.8), e isolando u, tem-se

(4.18)

1 Ax [P, -3P,+P,-P,
2Ax

Da mesma forma, substituindo as equacdes (4.15) e (4.17) na eq. (4.9) obtém-se uma

expressao para u,,:

(4.19)
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Com as velocidades avaliadas nos pontos de integragao devidamente equacionadas em
funcao dos pontos nodais, elas podem ser substituidas na equagdo de conservagdo da massa

(4.6), obtendo-se a equacao abaixo.

up —ty  Ax {PEE—4PE+6PP—4PW+PWW}=0 420,

2 44y Ax

onde o termo <Ag> representa uma simplificacdo para poder escrever a equacdo no formato

acima. Seu valor pode ser calculado como 1/2 (<Aff >€ + <Ag> )

Nota-se que a expressdo entre colchetes no segundo termo da equagdo (4.20) ¢

semelhante a aproximagao por série de Taylor da derivada de quarta ordem da pressao:

d‘P P, —4P,+6P,-4P, + B,

o o +0(Ax?) (4.21)

Entdo, dividindo e multiplicando o segundo termo da equacdo (4.20) por Ax’ e em

seguida dividindo toda a equagdo por Ax, tem-se

g~y Ax® [PEE —4P, +6P, —4P, + P, } 0o “422)

20¢ 44,) Ax*

A eq. (4.22) representa a forma final da equacdo de conservacdo da massa
discretizada. Pode-se notar que com a utilizacao da interpolagao Rhie-Chow, chegou-se a uma

equacdo que ¢ a aproximagao numérica de uma equacao de conservacao da massa na forma

dx  4(4,) dx* (4.23)

O termo com a derivada de quarta ordem da pressao atua redistribuindo a influéncia da
pressao. Mas ao mesmo tempo em que esta redistribui¢ao, que inclui a pressao de varios
volumes vizinhos, age levando a informag¢do de modificagdes no campo de pressdo para a

conservagao da massa, cla também forma um sistema linecar mais denso. Uma matriz de
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coeficientes contendo mais valores nao-nulos deixa as variaveis do problema mais acopladas,
mas também exige mais do método de resolucdo do sistema linear.

Outra caracteristica do ultimo termo da eq. (4.23) é que com o refino da malha ele
reduz na ordem de Ax’ quando comparado com o primeiro termo. Isto faz com que se

recupere rapidamente o formato original da equagao.

4.2. Obtencdo da Funcéo de Interpolagéo 2D

Para obter a fungdo de interpolagdo bidimensional, utilizar-se-& da mesma
metodologia aplicada no exemplo anterior. Tomando a equagao de conservacio da quantidade
de movimento integrada em um volume de controle, ou seja, uma linha inteira do sistema

linear, a mesma pode ser escrita conforme a eq. (4.24).
AILD/UUP + ZA’ZJUUnb + ZAUVV+ ZAUP’VPP"‘ ZAUP,ﬁP — BU (4‘24)

AUP,VP

onde s30 os coeficientes de P provenientes do gradiente de pressio e A”"/ sdo os

coeficientes de P provenientes da funcdo de interpolacdo para as velocidades do termo
advectivo da equacao.

A equacgdo (4.24) pode ser reescrita de maneira analoga a equagao (4.7):
AU, =V => 4P (4.25)
onde V ¢é dado por
p_pY _(ZAZ)UUnb +ZAUVV+ZAUP,_ﬁP) (4.26)

O objetivo ¢ escrever uma aproximagdo da equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento para um ponto de integracdo. Esta aproximacao, nos moldes da eq. (4.25), pode

ser escrita como

Ag,l;iupi = I}pi - (ZAUP’VPP)W- (4.27)
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Para um ponto de integragdo pertencente a um elemento de malha quadrilatero, o

coeficiente 4,". pode ser aproximado por uma interpolagio bilinear, dada pelas fungdes de

P,pi
forma, dos coeficientes AYY de cada volume de controle centrado nos nods deste elemento.
> P

Desta forma 45" pode ser escrito como

P,pi
uu 3 uu
AP ,Di ZNpi,kAP,k (428)
k=1

O termo I}pi pode ser obtido utilizando a mesma metodologia. Entdo, isolando V da

equacao (4.25), o mesmo pode ser escrito como

V=dA4lU,+> 4""P (4.29)

A

Utilizando as fungdes de forma, interpola-se para um ponto de integracdo os V' ’s

presentes nos nds do elemento. Esta interpolagao, com algumas simplificag¢des, ¢ dada por

=A%, ZNWU +2Nplk(ZAUPV”P) (4.30)

O tultimo termo da equacao (4.27), de acordo com a metodologia de Rhie e Chow
(1983), deve ser substituido pelo gradiente de pressdo calculado localmente no elemento, ou

seja, o gradiente de pressdo dado pelas propria fungdes de forma

— &dN
(> arp) =V, -kzgm A (4.31)

=1

onde V » € amédia do volume dos volumes de controle para um ponto de integragao pi.

Substituindo as eqgs. (4.30) e (4.31) na eq. (4.27) e isolando u,; obtém-se a seguinte

equacao

4
N
wils + g ZNM(ZAU”V”P)k P (4.32)

UU
szkl APP, k=1 AX pik

<

[
M-

2

pi

=
Il
—_
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A equacao (4.32) informa, explicitamente, a expressao a ser utilizada para substituir as
velocidades dos pontos de integragdo que aparecem apos a integracdo da equacdo de
conservagao da massa. Unido as expressdes para os quatro pontos de integracdo de um

elemento quadrilatero no formato matricial, tem-se

ii = NU+NUAG Py = NV, P (4.33)

onde as matrizes 4 x 4 N, N e NY o apresentadas no conjunto de eqs.(4.34). Nestas

x,rc
equagdes o indice i representa o numero da funcdo de forma e o indice j representa o nimero

do ponto de integra¢do. O subindice stencil que aparece na eq. (4.33) indica que a matriz

Z UP.VP
stencil

e o vetor P envolvem, além dos nds do elemento em questdo, os nos dos

stencil
elementos vizinhos. Isto ocorre devido ao fato de que o gradiente de pressao de um volume de
controle depende das pressdes dos seus volumes vizinhos. Entdo, ao realizar a média dos
gradientes de pressdo em um ponto de integracao, faz-se com que a pressdo armazenada nos
no6s dos elementos vizinhos também apareca nos célculos.

Esta estrutura de maior abrangéncia também ¢ verificada nas equagdes (4.18) e (4.19)

referentes ao exemplo unidimensional. Portanto, a matriz 4“”"" possui 4 linhas e o niimero
de colunas igual a quantidade de nés que formam o elemento que contém o ponto de

integracdo em questdo mais os no6s que formam os elementos vizinhos. Conseqiientemente, o

vetor P, . deve conter as pressoes localizadas nos nos destes elementos.

tencil

N=N,,
A iy
o), (4.34)
pE— ] :
o Vi dN]

De maneira andloga, pode-se montar as mesmas equagodes para as componentes v’s do

vetor velocidade nos pontos de integracao:

V=NV +NLALYP i =N\, P (4.35)



Capitulo 4. Fungdo de Interpola¢do Rhie-Chow 49

onde as matrizes N, e N’

sao dadas por

(4.36)

4.3. Equacgao de Conservacao da Massa

Para chegar a forma final da equagdo de conservacao da massa, em funcao apenas de
variaveis nodais, basta substituir na mesma as expressdes para as velocidades das equagdes
(4.33) e (4.35). Por conveniéncia, repete-se abaixo a equacdo de conservagdo da massa

integrada para um elemento, eq. (2.34):
u+a"v=0 (4.37)
Substituindo as equagdes (4.33) e (4.35), tem-se

_N", Bl=0 (438)

re““stencil © stencil y.rc

NG + N AU, - KU Bl @ [§7 + N1 A b

re ““stencil © stencil x,rc

Combinando os coeficientes, chega-se a forma final da equagdo de conservagdo da

massa para um elemento:

@ Np vy

~Mu 37U JUPVP | ~Mv {7V 4VP,VP |D ~ Mu A7U ~MvyTV D _
+ la Nrc Astencil +a N A Jljstem'il - [a N +a N ]P - 0

re“ “stencil x,rc y,re

(4.39)

Cada linha da equagdo (4.39) representa os fluxos de massa em um subvolume de
controle do elemento em questdo. Quando os fluxos massicos de todos os subvolumes de um
volume de controle s3o somados, tem-se a equacdo de conservagdo da massa completa para
este volume. Esta equagdo possui as mesmas caracteristicas e formato analogo a equagdo

unidimensional (4.22).
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A Figura 4.2 mostra os nos da malha cujas pressdes estardo envolvidas na equagao de
conservagdo da massa do volume de controle mostrado no centro da figura. Nota-se que um
ponto de integragdo deste volume de controle, de acordo com a eq. (4.32) engloba a pressdo
de 16 noés vizinhos. Entdo, considerando todos os pontos de integracao do volume, a equagao
de conservagao tera acoplado a si a pressao de 25 nos, sendo 9 dos elementos que formam o

volume mais 16 dos elementos vizinhos.

Figura 4.2. Nés envolvidos na equacio de conservacio da massa de um volume de controle quando se
utiliza 0 método Rhie-Chow de interpolacio das velocidades nos pontos de integracio.



5. Condic¢oes de Contorno

Apds integrar as equagdes de conservagao e determinar as expressdes para as variaveis
nos pontos de integracdo internos da malha, resta definir como realizar a aplicacdo das
condi¢des de contorno do problema.

O método dos volumes finitos baseado em elementos, apresentado no capitulo 2,
utiliza um arranjo de malha denominado cell vertex, ou seja, o centro dos volumes de controle
¢ coincidente com os nds da malha. Conseqiientemente, existem volumes de controle cujo
centro estd localizado sobre a fronteira do dominio. Numericamente, para considerar a
influéncia do transporte da propriedade através da fronteira do dominio, sdo criados dois
pontos de integra¢io adicionais nos volumes de fronteira, conforme mostrado na Figura 5.1. E
nestes novos pontos de integragcdo que se calcula o fluxo das propriedades entrando ou saindo
do dominio de célculo. Quando se conhece o fluxo da propriedade na fronteira, basta

adiciona-lo ao balanco do volume de controle em contato com esta fronteira.

Volume de
Fronteira

o pif2
.+F"

Figura 5.1. Pontos de integracao sobre a fronteira do dominio: pifl e pif2.
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Quando o valor da varidvel na fronteira ¢ conhecido, a op¢do comumente utilizada
para se aplicar esta condigdo de contorno € substituir diretamente a linha do sistema linear

correspondente ao volume de fronteira pela equacgao:

q) = q) prescrito (5 1)

Desta forma, se @ representa uma velocidade, entdo a equagdo de conservagdo da
quantidade de movimento do volume de fronteira deve ser substituida pela equagao

U=U Se @ ¢ uma pressao conhecida, entdo a equacdo de conservagiao da massa

prescrito * prescrito

daquele volume deve ser substituida por P =P

prescrito *

Ao se realizar a substituicdo da equagdo de conservacdo pela expressdo simplificada
da eq. (5.1) havera uma regido do dominio de calculo onde esta determinada propriedade nao
serd conservada. Na regido sombreada mostrada na Figura 5.2 ndo ha garantia de conservagao
da massa ou quantidade de movimento, pois ali as equacdes de conservacdo nao sao

utilizadas.

-—.__'_‘_‘wmm

Figura 5.2. A regido sombreada representa os volumes de controle onde nio ha conservacgio das
propriedades quando as condi¢des de contorno sio aplicadas na forma “nfo-conservativa”.

Devido a esta caracteristica, esta metodologia de aplicacao das condi¢des de contorno
sera doravante referenciada neste trabalho como ‘“ndo-conservativa”. Na verdade, o fato de
haver uma regido do dominio sem a garantia de conservacao das propriedades ndo constitui

um problema, pois, afinal, o né na fronteira estara com o valor efetivamente conhecido e no
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volume adjacente o principio de conservagdao serda obedecido. Nota-se nos trabalhos que
utilizaram o método FIELDS (Raw, 1985; Roth, 1997; Souza, 2000) que este procedimento
para aplicar as condigdes de contorno apresenta resultados excelentes.

Apesar do sucesso com o método FIELDS, este mesmo procedimento nao pode ser
aplicado quando se esta utilizando o esquema de interpolagdo Rhie-Chow para as velocidades
da equacdo de conservagdo da massa. Conforme discutido no capitulo anterior, a interpolagao
de Rhie-Chow ocorre através da ponderacao entre volumes adjacentes de suas equagdes de
conservagdo da quantidade de movimento. Como os volumes de fronteira ndo possuem tal
equagao (eq. (4.24) ndo ¢ possivel realizar a interpolagdo nos pontos de integragdo que
envolvem estes volumes.

Uma solugdo para este problema ¢ fazer com que mesmo nos casos onde o valor da
variavel na fronteira ¢ conhecido, esta informacdo seja passada ao sistema de equagdes por
meio de um fluxo na equagdo de conservacao. Isto faz com que o principio de conservacao da
propriedade também seja garantido nos volumes de fronteira. Desta forma, estes volumes
também possuirdo uma equagdo de conservacao da quantidade de movimento, nos moldes da
eq. (4.24). Esta equagdo podera ser utilizada como em qualquer outro volume de controle do
dominio para realizar a interpolagdo Rhie-Chow.

Esta maneira de aplicar as condigdes de contorno ¢ denominada “forma conservativa”.
Este mesmo procedimento ¢ comumente utilizado em esquemas de arranjo de malha do tipo
cell center, onde o centro dos volumes de controle coincide com o centrdide de cada elemento
da malha. Neste arranjo os pontos de integracdo aparecem naturalmente sobre a fronteira,
sendo que a aplicagdo das condigdes de contorno se da exclusivamente pelo fluxo das
propriedades até o centro dos volumes de controle.

Para uma melhor compreensdo das duas formas de aplicacdo das condigdes de
contorno citadas acima, a conservativa € a ndo-conservativa, a proxima se¢do traz um
exemplo comparando a utilizacdo das mesmas em um problema de conducdao de calor
bidimensional. Serdo apresentados os possiveis equacionamentos para os volumes de
fronteira, uma analise comparativa dos resultados obtidos com cada método e suas respectivas
influéncias na estrutura da matriz dos coeficientes. Este assunto recebe esta abordagem
especifica neste trabalho em func¢do da escassez de referéncias na literatura.

A se¢do 5.2 apresenta a dedugdo e aplicacdo das condi¢des de contorno utilizadas

neste trabalho.
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5.1. Exemplo com Conducéo de Calor Bidimensional

O exemplo a ser explorado nesta se¢do trata-se de um problema de condugdo de calor
bidimensional em uma placa quadrada, mostrado na Figura 5.3. Trés lados da placa possuem a
condi¢do de temperatura prescrita igual a zero. O quarto lado possui temperatura dada pela

equagdo 7T = sen(;zx/L). O problema ¢ bastante simples, mas adequado para os objetivos

propostos.

L
e >
f |
T = sen (nx/L)
H| [ T=0 T=0 -

Ji}} ?

A 4 3

Figura 5.3. Problema de condugio de calor em placa bidimensional.

A equagao diferencial que governa o processo de transferéncia de calor na placa ¢

dada por:

0'T 0T
_|_

VT = =0 52
ax2 ay2 ( )

Este problema foi escolhido pois, em regime permanente, possui solugdo analitica,

dada pela equacio:

3 senh(ny/ L)

= Wsen(ﬂxu) (5.3)
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A discretizagdo da equagdo (5.2) pode ser feita seguindo o mesmo procedimento
realizado na secdo 2.2. A integracdo de cada termo da equagdo em um volume de controle

resulta em

1V2TdV:£W-ﬁdS=o (5.4)

Avaliando-se a integral nos pontos de integragao tem-se

WT-ﬁdS=Z(€T-ﬁ)=Z(Aya—T—Axa—Tj=o (5.5)

pi's pi's

Para os pontos de integracdo no interior do dominio, as derivadas da temperatura

podem ser calculadas utilizando as fungdes de forma:

4 ON
T —Ax LT. 5.6
J jZ::Aay J ( )

4 ON .
Ay@_T_Axa_T = Ayz /
ox Oy o Ox

Apoés agrupar os coeficientes das temperaturas que aparecem na eq. (5.6) em um
sistema linear global, resta apenas aplicar as condi¢des de contorno para completar o sistema
de equacoes.

Como a temperatura da fronteira ¢ conhecida, a maneira mais facil e direta de se
aplicar esta condigdo de contorno ¢ substituir a linha do sistema linear do respectivo né de

fronteira pela equagdo 7 =T

Lomecida - EStE procedimento é realizado deixando apenas o
coeficiente da diagonal principal da matriz dos coeficientes igual a um, anulando os demais, e
fazendo o termo independente igual a temperatura conhecida. Esta ¢ a forma nao-conservativa
de aplicacao da condicao de contorno, citada na se¢ao anterior.

Para aplicar as condi¢des de contorno de forma conservativa deve-se aplicar a eq. (5.5)
também para os pontos de integracdo sobre a fronteira, ou seja, calcular os fluxos nos pontos
de integragdo de fronteira.

Neste caso, uma opg¢ao seria proceder como na eq. (5.6), ou seja, utilizando as fungdes

de forma e substituindo a incégnita pelo valor da temperatura conhecida quando esta se referir

a um no de fronteira e adicionar o valor calculado ao termo independente do sistema linear.
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Este procedimento implicaria em modificar o algoritmo que calcula os fluxos entre os
volumes de controle seguindo elemento-por-elemento. O algoritmo deveria incluir também
uma verificagdo para identificar se o elemento ¢ de fronteira e também alterar o calculo dos
pontos de integracdo do interior deste elemento caso este esteja em contato com a fronteira.
Para os pontos de integragcdo internos deste elemento também devera ser usado o valor
conhecido da temperatura do n6 de fronteira. Uma conseqiiéncia deste procedimento ¢ a
reducdo do numero de linhas do sistema linear, pois os nos de fronteira ndo sdo mais
considerados variaveis ja que suas temperaturas sao conhecidas.

Uma segunda op¢ao para aplicar a condigdo de temperatura prescrita de forma
conservativa ¢ através de uma outra aproximacdo numérica das derivadas da temperatura da

eq. (5.5). As derivadas podem ser aproximadas nos pontos de integragdo das fronteiras por

aT Tplf - antﬁ
S =T o, 5.7
on| L. ( ) (-7

onde T,

.~ ¢ a temperatura de um ponto no interior do dominio a uma distancia L. da
fronteira.

Calculando T

i através de interpolagdes utilizando as fungdes de forma, os nos que
estdo sobre a fronteira sdao tratados como varidveis no sistema de equagdes. Desta forma, o
algoritmo que varre os elementos da malha calculando os fluxos nos pontos de integragao
internos ndo precisa ser modificado, deixando o tratamento das condi¢des de contorno para
uma outra rotina com esta funcao especifica.

Entdo, para um ponto de integragao pif/ sobre a fronteira direita da Figura 5.3, por

exemplo, onde 07T/dy =0, a condigdo de temperatura prescrita ¢ dada por

or . or or Lopt ~ Tins
(w5ag] el cwbe 63)
X V if1 X1 pir1 x
Utilizando as fungdes de forma para interpolar 7, tem-se
4
T.-T T, — N, &

if 1 intx pifl k=1~ intx kT ko ETD ED

Apr— =Ay I = Z_;Apifl,jTj — B, (5-9)

X X
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onde,
JETD AYN i1
pifll Lx
AE?TD Ay]vintx,Z
pif1,2 Lx
Ay]Vin X
A T (5.10)
AE.TD Ay]VintxA
pifl,4 Lx
BEP AyTpifl
pifl Lx

Para os demais pontos de integragdo procede-se de maneira analoga ao apresentado

pelaeq. (5.9).

Este problema de condugdo de calor foi resolvido para as duas formas de aplicagdo das

condi¢des de contorno. A Figura 5.4 mostra o campo de temperatura de toda a placa, em

regime permanente, obtido com solugdo numérica utilizando a forma ndo-conservativa de

aplicacdo das condi¢des de contorno.

Teraperatura

1
I 0888849
0ryrra

- 0.GEGEGE

- 0.555545

- 0.44444

- 0.33333
0222
01111
1]

—

Figura 5.4. Campo de temperatura da placa em regime permanente.
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A Figura 5.5 compara os perfis de temperatura, na linha central y = H /2, obtidos

com as formas conservativa e ndo-conservativa com a solugdo analitica do problema. Neste

caso, a malha utilizada para discretizar o dominio de calculo possui 289 nos.

0.23 1 ¥ Analitico
—e— Conzersiva
020 —— MNao-Consenativg

Temperaura
=
o
L]

[
Y
L]

0.03

DI:II:I T T T T T T T T T

0 0.1 nz 03 0.4 0s 0E 0.7 ns na 1
=L

Figura 5.5. Comparacao dos perfis de temperatura calculados com a solu¢do analitica, na linha y=H/2.

Graficamente, nota-se que os resultados sdo praticamente idénticos. Mas ao observar
os valores das temperaturas calculadas com cada método, em um ponto préximo a parede

sobre a linha y = H /2, nota-se que com a forma conservativa estas temperaturas sao mais

proximas da solucdo analitica, exceto na propria parede. A Tabela 5-1 mostra os valores de
temperatura e seus respectivos erros em relagdo a solugdo analitica. E interessante observar
que mesmo na posicdo x =0, onde a temperatura ¢ prescrita igual a zero, a utilizagdo da
forma conservativa resulta em um valor ndo nulo. Isto se deve ao fato de este valor ser
calculado a partir de um balango de fluxos de calor, suscetivel a erros como o de truncamento,
e ndo um valor imposto diretamente no sistema linear. Com o refino da malha espera-se que

esta diferenca diminua, dada a consisténcia do método.

Tabela 5-1. Comparacio entre valores de temperatura proximos a parede.

yv=H/2 Conservativa N3ao-Conservativa Analitico
x/L Temperatura Erro Temperatura Erro Temperatura
0 -3,9027E-05 | 0,004% | 0,0000E+00 | 0,000% | 0,0000E+00
0,0625 3,8895E-02 | 0.051% | 387858.02 | 0.232% | 38875E-02
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Com as temperaturas destes dois pontos pode-se calcular o fluxo de calor entre eles.
Imaginando um material de condutividade térmica unitdria, o fluxo de calor ¢ dado pelo
oposto da derivada da temperatura na direcdo destes dois pontos. Entdo, para calcular este
fluxo de calor, utilizou-se a expressio ¢ =—[T(x =0,0625)—T(x=0)]/0,0625, que ¢ a
aproximacao dada pelas fun¢des de forma naquele trecho.

A Tabela 5-2 mostra os valores de fluxo de calor calculados. Apesar de a forma nao-
conservativa apresentar o melhor resultado sobre a parede, em termos de valor absoluto de
temperatura, ¢ a forma conservativa que fornece o menor erro quando se compara o fluxo de
calor proximo a fronteira. Este resultado decorre da natureza destas duas metodologias, pois,
como ja comentado, a forma conservativa privilegia a conservacao do fluxo da propriedade,

enquanto a ndo-conservativa perde o balango dos fluxos nos volumes de fronteira.

Tabela 5-2. Estudo comparativo entre os valores de fluxo de calor obtidos com cada método.

Conservativa N3ao-Conservativa Analitico
Fluxo de Calor Erro Fluxo de Calor Erro Fluxo de Calor
-6,2294E-01 0,152% -6,2056E-01 0,231% -6,2200E-01

Uma outra caracteristica interessante da forma conservativa € seu comportamento
quando ao comprimento L, utilizado nas egs. (5.7) a (5.10), ou seja, quanto ao ponto em que
se avalia Tiyy. Se Tin, for avaliado em um ponto médio do volume de fronteira, por exemplo,
o sistema de equagdes formado leva a uma solugdo fisicamente inconsistente. Se 7, for
avaliado num ponto mais proximo da fronteira, a uma distancia equivalente a 1% da largura
do volume por exemplo, a solugdo torna-se coerente, similar a mostrada na Figura 5.4.

Mesmo apds avaliar T;,, a diferentes distdncias da fronteira ndo se conseguiu
identificar o que leva a tal comportamento. Em todos os casos resolveu-se o sistema linear de
maneira direta através de decomposicao LU com pivotamento (Strang, 1988). Também notou-
se independéncia dos resultados quanto ao nimero de condi¢cdo da matriz de coeficientes. A
unica caracteristica digna de nota foi a melhora da solu¢do quando a distancia L, tornou-se
pequena o suficiente para a linha do sistema linear correspondente ao volume de fronteira
tornar-se diagonal dominante. Sabe-se que a matriz ser diagonal dominante ¢ condi¢do
suficiente para convergéncia quando se utiliza métodos iterativos estacionarios para resolver o
sistema linear, como Jacobi e Gauss-Seidel, mas esta caracteristica ndo ¢ necessaria para um

método direto.
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5.2. Aplicacéo das Condicdes de Contorno Conservativas

Em funcdo dos casos escolhidos para avaliar e comparar os métodos descritos nos
capitulos 3 e 4, serdo apresentadas nesta se¢ao dois tipos de condi¢do de contorno: velocidade
e pressao prescritas. Estas condigdes serdo aplicadas de forma conservativa, pois, desta forma,
a mesma formulagdo pode ser usada com o método FIELDS e com a interpolagdo Rhie-Chow.

A condicao da fronteira podera contribuir através dos trés termos de fluxo, resultantes
da integragdo da eq. (2.2), considerados nos pontos de integragdo: termo advectivo, difusivo e
de pressao. Portanto, em cada tipo de condi¢do de contorno aplicada, estes termos devem ser
avaliados sobre a fronteira do dominio e seus respectivos fluxos adicionados a equagdo do
volume de controle em questdo. Desta forma, o sistema de equacdes estara completo.

Novamente, por simplicidade, apenas a equacdo de conservagdo da quantidade de
movimento em u ¢ da massa serdo consideradas. Para a equagdo em v o procedimento ¢

analogo ao apresentado nas subsegdes seguintes.

5.2.1. Velocidade Prescrita

A condi¢do de velocidade prescrita ¢ similar & condicdo de temperatura prescrita
apresentada como exemplo na se¢do anterior: conhece-se o valor da varidvel na fronteira, mas
o termo difusivo exige o calculo da derivada desta variavel.

Tomando o ponto de integracdo pif/ da Figura 5.6 como exemplo, sejam u;;; € vy as
componentes do vetor velocidade conhecidas naquele ponto.

Com a velocidade conhecida, o termo advectivo torna-se de facil representacao:
2 UD
I i1 (ou,u)dn, = PU LAY it = PV i i A iy = =B iy, (5.11)

O termo de pressdo ¢ tratado da mesma maneira que em um ponto de integracao
interno, pois como a pressao normalmente ndo ¢ conhecida em um ponto de integragdao de

velocidade prescrita, basta interpolé-la utilizando as fung¢des de forma:

4
J‘WP mdS = P&yt = A DN i B (5.12)
» k=1
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Figura 5.6. Pontos de integracio em uma fronteira paralela ao eixo y.

Os coeficientes Ay N, devem ser somados aos coeficientes de pressdo na matriz

global dos respectivos k nos.

O termo difusivo, escrito de maneira completa, ¢ dado por:

‘ 2. .
ML M5 2.V | onas=| 22y LY |
Liﬂﬂ(a"i ox '3 ] l {3 ox 36yLﬂ'u Vi {Gy axLﬂ”Axmﬂ (5.13)

Tomando como exemplo um caso em que a fronteira que contém o ponto pif] possui

um perfil uniforme de velocidade prescrita, a eq. (5.13) pode ser escrita como

ou  ou, 25 \V4 4 ou ( tx — U "1)
- —— —V n. = — = —mx 12
J-plfl ﬂ[ i + li 3 J nldS ax plflﬂ yplfl ILAyplfl Lx (5'14)

Reescrevendo a eq. (5.14) no formato padrdo e utilizando as fun¢des de forma para

representar u,

intx

(Zzzl Nimx,kU U pir1 ) _ _ZA

L

X

UUD UD
pirt U+ B

4
EﬂAypifl (5.15)

onde os coeficientes, que devem ser somados em suas respectivas posi¢cdes no sistema global

de equagoes, sdo dados por:
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A == =
AL == b,
Ay = _gﬂAy pif NiLm’S (5.16)
Apgis = _§ﬂAy pif1 %
Bl ==

A equagdo de conservagdao da massa possui um fechamento simples para este tipo de

condicdo de contorno. Nesta equagdo o termo a ser calculado na fronteira ¢
IpifluinidS = [”Ay - VAx]pifl = _B;jgfl (5.17)

Como as componentes u ¢ v da velocidade sdo conhecidas, basta somar o valor de

Bﬁfﬂ ao termo independente da equacdo de conservacao da massa do volume de fronteira em
questao.
5.2.2. Presséo Prescrita

A condigdo de pressdo prescrita necessita de alguns cuidados adicionais se comparada
ao caso anterior. Nesta condi¢do, além de informar ao sistema o valor da pressao na fronteira,
deve-se admitir ainda alguma condig@o sobre as velocidades para o fechamento completo das
equacdes. Como as velocidades ndo sdo conhecidas, informa-se apenas a dire¢do do
escoamento.

Na situagdo exemplificada pela Figura 5.7 esta informacao ¢ modelada assumindo que
a velocidade normal a fronteira € igual a velocidade em um ponto imediatamente anterior € a
velocidade tangencial a fronteira ¢ nula. Com estas informagdes pode-se proceder o calculo
dos trés termos de fluxo para a equagdo de conservagdo da quantidade de movimento em u e

para a equacao de conservacdo da massa.
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Figura 5.7. Pontos de integracio sobre uma fronteira com escoamento completamente desenvolvido.

O termo advectivo, depois de integrado, exige uma expressdo para u ., conforme
mostra a eq. (5.18).
0 UuAd
Lifl(p“i”)dni = pupiflupiflAypifl =4 iU pirt (5.18)

Da mesma forma que para os pontos de integracdo internos, pode-se deduzir uma

expressdo para u,,, a partir da aproximagdo da equagdo de conservacdo da quantidade de

movimento no ponto de integragdo da fronteira. Considerando o ponto pif/ da Figura 5.7, este

equacgdo pode ser aproximada por

~=0 (5.19)

Discretizando a equagdo obtém-se a seguinte expressao:

4

(upi/'l B ugifl) (ppifl T Lk=1 Nimx,kpk) U, 4u,, U,

o, + —u s————+—|=0 (5.20)
At L 3Av 3 Ay" Ay

pY

Isolando os termos que contém u ,,, :
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4

N, P n o Ply

£+ 4/12 Mp,-fl _ Zk=1 intx,kt k n M _ U1 + /J2 U4 _ pp@fl " pup!/l (521)
At 3Ay L 3Ay Ay L, At

X

Escrevendo a eq. (5.21) de forma simplificada, tem-se

_ | Aur T 5 I u
Upipy = [Cpifl] P +[Cpif1] U+D,, (5.22)
onde seus coeficientes sao dados por
CuP _ Nintx,l
pifll R L
cpifl x CuU _ H
i1 2
wp Niirn & 3Ay CZI;‘I
PifL2 T uP .
Cpifle Cpifl,Z -
N‘ CLIP _ 0
uP intx,3 X =
Cors = —m P (5.23)
Cpgfle uP _ /J
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Substituindo a eq. (5.22) na (5.18) obtém-se a forma final do termo advectivo a ser

somada a equacdo do volume de controle no sistema linear global.
_ud|fer T g UuA[_'uU ]T > Uud u
Liﬂ (outu)dn; = ayy [Cpifl] Pray|Con | Ut aynDyy, (5.24)

O termo de pressdo, por sua vez, ¢ mais simples que o anterior (eq. (5.12). Como a
valor de pressdo na fronteira ja conhecido, basta multiplicé-lo pela drea em que atua e subtrair
o valor resultante do termo independente da equagdao do respectivo volume de controle no

sistema linear global.

uP
.LifanldS = ppiflAypifl = _Bpifl (5.25)
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Ao analisar a eq. (5.13), nota-se que o termo difusivo, para a situagdo da Figura 5.7, se

torna nulo no pif1, pois Ax ,,, também ¢ nulo.

A equagdo de conservacao da massa, depois de integrada na face do pifi, ¢ dada pela

equacao abaixo.
J‘mﬂuinidS = [uAy - \/A)c]pifl = Aypiﬂupij,.1 (5.26)

Para eliminar a dependéncia em u ,,, pode-se usar duas abordagens distintas. Caso o

método FIELDS seja o empregado nos demais pontos de integragdo, utiliza-se a eq. (5.22)

para substituir u ., . Caso se esteja utilizando a interpolagdo Rhie-Chow, pode-se proceder

como nos pontos de integracdo internos: realizando a média das equagdes de conservacao da
quantidade de movimento dos volumes centrados nos nés do elemento em questao.

Para finalizar este capitulo, cabe ainda um comentério sobre o comprimento L,, que
aparece nas eqgs. (5.14) e (5.21). Diferentemente do que foi observado na se¢do anterior, no
problema de condugdo de calor, para os problemas envolvendo as condi¢des de contorno de
velocidade e pressao prescritas o valor de L, ndo teve influéncia significativa. Distancias até a
regido central do volume ou até sua extremidade oposta pouco alteraram a qualidade dos
resultados e a convergéncia dos métodos. Por fim, alterando o valor de L, se esta alterando o
numero de condi¢do da matriz, mas ndo mais que em uma ordem de grandeza. Em nenhum
dos casos estudados observou-se que a matriz era diagonal dominante.

Ao contrario do problema de condugdo de calor, valores muito pequenos de L, pioram
o condicionamento da matriz, tornando a convergéncia em um tempo maior, mas sem afetar
de maneira significativa a qualidade dos resultados. Portanto, para as condi¢des de contorno
abordadas nesta secdo, diferentes valores de L, ndo ocasionaram solugdes inconsistentes e
utilizar um valor de L, da ordem das dimensdes do volume de controle pouco altera a

convergéncia dos métodos.



6. Implementacao Computacional

Este capitulo discute alguns aspectos de um dos objetivos deste trabalho: o
desenvolvimento de um aplicativo para resolver escoamentos 2D que utiliza as metodologias
descritas nos capitulos anteriores.

Além de calcular coeficientes de um sistema linear e resolver este sistema de
equacoes, o simulador deve realizar esta tarefa de maneira ordenada, seguindo um algoritmo
que fornece os procedimentos para a solucdo do problema. Este algoritmo ¢ mostrado na
Figura 6.1.

Sob o ponto de vista de uma organizagdo orientada a objetos, o aplicativo
desenvolvido pode ser dividido em quatro mddulos principais: gerenciador, geométrico,
matematico e de equagdes. Utilizar a orientagdo a objetos ao alto nivel do codigo se torna
adequado aos algoritmos de célculo a serem executados, pois os métodos numéricos aplicados
nas equacdes a serem resolvidas propiciam um tratamento independente para cada elemento
da malha. Esta ¢ uma caracteristica extremamente positiva quando se trabalha com malhas
nao-estruturadas e métodos por varredura de elementos.

As segdes seguintes buscam explicar a fun¢ao dos modulos citados acima e como eles

atuam na tarefa de cumprir a execugao do algoritmo da Figura 6.1.

6.1. Moddulo Gerenciador

A principal funcdo deste modulo ¢ garantir a correta execugdo do algoritmo geral de
calculo. Ele ¢ executado logo apos a inicializagcdo do aplicativo, dando inicio ao processo de
simulacdo. Tarefas como atualizar variaveis, verificar convergéncia, contar tempos ¢ chamar
rotinas de célculo dos demais mddulos sdo de responsabilidade do mddulo gerenciador.

Uma outra tarefa atribuida a este modulo ¢ a de entrada e saida de dados. Em um
modelo classico de execucdo de uma simulagdo numérica existem trés grandes etapas: pré-
processamento, processamento ou solver e pros-processamento. O aplicativo desenvolvido

neste trabalho compreende a etapa de processamento ou solver. Sendo assim, utilizou-se de
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outro software para a realizacio das etapas de pré e pds-processamento, denominado GID®
(GID, 2003). Neste software sdo geradas as malhas e informagdes sobre as condi¢des de
contorno dos problemas. Os arquivos de saida do simulador s3o carregados no ambiente de
pos-processamento do GID® e entdo pode-se visualizar campos escalares e vetoriais. Todas

estas informacdes sdo trocadas por arquivos texto de estrutura simples.

Ler arquivos de malha, condi¢des
de contorno e propriedades fisicas

v

Inicializar variaveis e aplicar
condigdes iniciais

v

Calcular coeficientes de
cada elemento da malha

'

Aplicar condi¢des de contorno

v

Resolver sistema linear

v

Calcular residuo

A 4

Avangar no tempo e
atualizar variaveis

Nao Convergéncia? Numero

maximo de iteragoes?

Escrever resultados

Figura 6.1. Algoritmo de solucio.
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Ferramentas como o GID® sio de grande valia para o analista numérico, pois este
pode se concentrar no desenvolvimento do método numérico sem se preocupar com a

execucao tarefas auxiliares como a visualizagdo dos resultados.

6.2. Mobdulo Geométrico

O modulo geométrico ¢ responsavel pela manipulacdo da malha, realizando todos os
calculos das propriedades geométricas da mesma.

Uma malha ndo-estruturada, apesar de poder representar geometrias bem mais
complexas do que as estruturadas, possui representacdo relativamente simples. Neste trabalho
ela ¢ formada por duas tabelas, uma com as coordenadas dos nos e outra informando por quais
nos cada elemento ¢ formado. A ordem com que cada no aparece na tabela dos elementos ja
lhe atribui automaticamente uma numeragdo local. Esta numeracdo local também ja define
automaticamente numeros locais para as faces do elemento, subvolume de controle, pontos de
integracao, etc.

Com esta organizacdo, para percorrer todos os elementos da malha basta percorrer a
tabela de elementos. Entdo, os calculos das fun¢des de forma, areas internas e vetores normais
podem ser realizados de forma direta, dependendo apenas de um elemento. As propriedades
mais requisitadas durante a montagem dos coeficientes podem ser calculadas logo apos a
leitura da malha e armazenadas em tabelas auxiliares. As propriedades que sdo calculadas

dependem, a priori, da relacdo desejada entre memoria alocada e tempo de célculo.

6.3. Moddulo Matematico

Tudo o que se refere a manipulacdo de entidades matematicas como vetores e matrizes
¢ de responsabilidade do modulo matematico. A boa implementacdo deste moéddulo ¢
fundamental para o desenvolvimento do simulador.

Como visto nos capitulos anteriores, todos os coeficientes em nivel de elemento sdo
organizados na forma de matrizes. Estas matrizes precisam ser somadas, multiplicadas por
vetores e até invertidas. Realizar estas operacdes de maneira eficiente ¢ imprescindivel para se

obter um tempo total de simulagado aceitavel.
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Na internet existem inumeras bibliotecas com codigos para manipulagdo de vetores e
matrizes, incluindo também métodos iterativos para solu¢do de sistemas lineares. Neste
trabalho foi utilizada a IML++ ou Iterative Methods Library (IML++, 2004).

Como os métodos acoplados exigem que se trabalhe com matrizes muito grandes,
porém esparsas, também ¢ necessario utilizar de cddigos preparados para lidar com este tipo
de matriz. Neste trabalho a matriz global ¢ armazenada com compressao por linhas. Todos os
elementos ndo-zero da matriz sdo armazenados em um vetor (val), associado a outro com a
posicdo na coluna da matriz global de cada elemento (col ind). Para indicar a que linha
pertencem os pares (elemento ndo-zero, coluna) existe um terceiro vetor (row ptr) com
ponteiros para o primeiro elemento de cada linha.

De acordo com esta metodologia, a matriz abaixo € representada de forma comprimida

na Tabela 6-1.

1 20 0 3
456 0 0
A=/0 7 8 0 9 (6.1)
0 0010 0
1100 0 12

Tabela 6-1. Matriz (6.1) armazenada com compressiao por linhas.

row_ptr 0 3 6 9 10 12

val 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

col ind 0 1 4 0 1 2 1 2 4 3 0 4

Para resolver o sistema linear global foi utilizado o método iterativo GMRES
(Generalized Minimal Residual; Saad, 2003) com decomposi¢cdo LU incompleta como pré-
condicionador. A utilizagdo conjunta destes dois métodos tem mostrado resultados
satisfatorios para sistemas lineares encontrados em problemas de CFD. Isto se deve,
principalmente, a sua robustez e convergéncia monotonica (Ammara, 2004).

O método GMRES gera uma seqiiéncia de vetores ortogonais que, ao serem somados

de maneira ponderada, buscam melhorar uma dada estimativa inicial, minimizando o residuo
7 = AX —b . Sua maior desvantagem ¢ o crescimento linear com as iteracdes da memoria
necessaria para armazenar esta base de vetores ortogonais (bases do espago de Krylov). Para

sobrepor esta dificuldade o método ¢ reiniciado depois de um determinado ntimero de
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iteracdes utilizando como estimativa inicial o resultado das itera¢des anteriores. O nimero de
iteragdes Otimo para reiniciar o processo varia de caso a caso, sem uma regra geral.

O papel do pré-condicionador ¢ melhorar o condicionamento da matriz, resolvendo
parcialmente a mesma. Isto faz com o que o método iterativo que atuard em seguida tenha seu

trabalho facilitado.

6.4. Modulo de Equacdes

O modulo de equagdes calcula os coeficientes descritos nos capitulos 2 a 5 e os
adiciona ao sistema linear global.

Como ja comentado, a montagem das equagdes ocorre a partir de uma varredura da
malha elemento-por-elemento. Mas a varredura se da de forma distinta quando se utiliza os
métodos FIELDS e Rhie-Chow. Quando o método FIELDS ¢ aplicado, tanto as equagdes de
conservagao da quantidade de movimento quanto de conservacdo da massa sdo montadas na
mesma iteragdo sobre o elemento. Para realizar a interpolacdo Rhie-Chow primeiro sao
montadas as equagdes de conservagdo da quantidade de movimento e em uma segunda
varredura a equacdo de conservagdo da massa ¢ montada. Isto se deve a necessidade do
método Rhie-Chow realizar interpolagdes entre as equagdes de conservagao da quantidade de
movimento j& montadas para calcular as velocidades utilizadas na equacao de conservacao da
massa.

Esta maneira de montar o sistema linear global garante a caracteristica conservativa
dos métodos. Quando se calcula um fluxo massico, por exemplo, em um ponto de integracao,
ele ¢ somado em um volume de controle e imediatamente ¢ subtraido do volume vizinho. Se a
montagem das equagdes fosse realizada varrendo os volumes de controle seria necessario
calcular todos os fluxos duas vezes. Além de mais custosa computacionalmente, esta
metodologia também pode dar origem a erros, gerando fontes ou sumidouros da quantidade

em questao.



7. Resultados

As metodologias apresentadas, utilizadas também em softwares comerciais de CFD,
buscam resolver as equagdes de Navier-Stokes. Este conjunto de equagdes ndo-lineares ¢
discretizado e linearizado para que possa ser arranjado na forma de um sistema linear, e entdo
resolvido. Contudo, até hoje ndo existe um critério que defina as condi¢des para que estas
aproximacdes numéricas resultem em um sistema estavel e que convirja para solucdes
fisicamente coerentes. Existem estudos visando pontos especificos do sistema, que
contribuem para aumentar o conhecimento sobre os métodos, mas as ndo-linearidades e
acoplamentos dificultam muito a deducdo matematica de um critério geral que garanta a
convergéncia. Este trabalho busca contribuir para um melhor conhecimento destes métodos
com a solu¢do de alguns problemas que possam refletir comportamentos das duas
metodologias apresentadas.

Portanto, apds implementar os métodos de interpolagdo FIELDS e Rhie-Chow em um
aplicativo, eles sdo agora comparados. Estes testes devem nao somente avaliar os resultados
produzidos pelos métodos, mas também seu comportamento quanto a consisténcia e
estabilidade.

O método FIELDS pode ser considerado hoje um método bem conhecido. Nao ¢
dificil encontrar trabalhos na literatura com referéncias e estudos sobre ele. Ja a abordagem
através da interpolagao Rhie-Chow, apesar de mais antiga, ainda merece mais estudos. Como
reportado na revisdo bibliografica deste trabalho, encontrou-se apenas mencdes sobre a
utilizagdo deste método em pacotes comerciais, mas nenhum trabalho com a sua dedugdo, por
exemplo. Realizar a dedugdo apresentada no capitulo 4 e principalmente implementa-la de
forma satisfatoria foi um avango essencial deste trabalho para um bom entendimento do
método.

Para avaliar e poder comparar estas metodologias, escolheu-se dois problemas bem
conhecidos da literatura: a cavidade quadrada com tampa movel e escoamento entre placas
paralelas com entrada e saida de massa do dominio. Com o primeiro pode-se variar a

velocidade da tampa e testar os métodos ora com o termo difusivo dominante ora com o termo
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advectivo dominante. O segundo problema permite avaliar o equilibrio entre o termo de
pressdo e forcas viscosas e a capacidade de conservacao da massa.

Os comparativos entre os métodos sdo tracados avaliando-se o comportamento dos
mesmos com relagdo ao passo de tempo, refino de malha, convergéncia e tempo de simulagdo.

Na solucao dos problemas que serdo apresentados neste capitulo foi utilizado o
método GMRES para resolver o sistema linear global. Neste, foi estabelecido um maximo de
60 iteragdes com reinicio apos a 30% iteracdo. Este era o limite utilizado caso o erro da solugdo
do sistema linear ndo fosse reduzido em duas ordens de grandeza com relagdo a estimativa
inicial daquela iteracdo. A redug¢do de duas ordens de grandeza foi limitada a um valor
minimo de 10, Considerando uma relagio satisfatoria entre o niimero de iteracdes versus
tempo de calculo, estas condi¢gdes apresentaram os melhores desempenhos para a maioria dos
casos. Elas foram alteradas em apenas um caso que sera citado adiante.

O regime permanente da solucdo foi considerado como sido alcangado quando a
norma euclidiana da diferenca entre as solucdes (considerando todas as varidveis como um
unico vetor) de dois passos de tempo consecutivos, dividida pela velocidade maxima do
escoamento, era menor que 10”. Todos os problemas foram iniciados com condigdo inicial

(estimativa inicial) nula para todas as variaveis.

7.1. Validacéo das SolucGes

7.1.1. Cavidade Quadrada com Tampa Movel

O problema da cavidade quadrada com tampa movel representa um excelente teste
inicial para os métodos. Com ele pode-se avaliar o comportamento com relacdo ao
acoplamento entre a pressdo e a velocidade, a correta aplicacdo das condigdes de contorno
sobre os termos difusivos e a influéncia das nao-linearidades das equacdes sobre as fungdes
de interpolacdo e convergéncia. Os termos viscosos transferem quantidade de movimento da
tampa para o interior da cavidade exigindo o equilibrio entre a pressdo e¢ a velocidade. O
problema, ilustrado na Figura 7.1, ¢ bem conhecido e tem o trabalho de Ghia (1982)
reconhecido como referéncia para a comparagao de resultados.

O namero de Reynolds, baseado na velocidade da tampa (U) e no lado da cavidade

(L), caracteriza o problema com relacdo a influéncia dos termos viscosos e advectivos da
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equagao. Para um numero de Reynolds em torno de 100 as velocidades sdo relativamente

baixas, deixando os termos ndo-lineares pouco influentes.

Tampa movel

U
—_—p
F 9
L
Paredes com
u e v nulos
v
< >
L

Figura 7.1. Problema da cavidade quadrada com tampa mdvel.

A Figura 7.2 apresenta uma comparagcdo do perfil de velocidade u# no centro da
cavidade obtido com o método FIELDS com os valores obtidos por Ghia (1982). Foram
utilizadas malhas ndo estruturadas de 121 e 441 nos distribuidos de maneira uniforme pelo
dominio. Nota-se que foi obtida uma boa concordancia entre os resultados.

A utilizacao de dois refinos de malha, com melhores resultados na malha mais fina,
exibe a consisténcia do método. Na Figura 7.3, onde ¢ comparado o perfil de velocidade v na
linha central horizontal da cavidade, fica mais explicita a suavizacdo dos gradientes

provocada pela malha mais grossa.

1.0 -
0.8
0.6 | X  Ghia, 1982
y/L —+— FIELDS com 121 nés
0.4 | —o— FIELDS com 441 nés
0.2
00 i T T T T 1
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u/U

Figura 7.2. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método FIELDS e Re = 100.



Capitulo 7. Resultados 74

0.2 X Ghia, 1982
—+— FIELDS com 121 nés

—o— FIELDS com 441 nos

-0.3 T T T T 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/L

Figura 7.3. Perfil de velocidade v na linha horizontal central. Método FIELDS e Re = 100.

O campo de pressées relativas obtido para este problema ¢ mostrado na Figura 7.4. Campo de presséo
relativa obtido com o método FIELDS para Re = 100.

. Este campo apresenta uma regido de alta pressdo na superficie superior direita,
aumentando na direcdo do movimento da tampa. A pressdo minima esta situada na dire¢ao

oposta a0 movimento da tampa.

Pressdo

1.2048
1.0346
0.86435

- 069416

- 0.52396
0.35376
018356
0.013364
-0.15683
-0.32702

A

Figura 7.4. Campo de pressio relativa obtido com o método FIELDS para Re = 100.

A Figura 7.5 mostra a evolucao dos residuos com o niimero de iteragdes no tempo até
que o regime permanente seja alcangado. Com pouca influéncia dos termos nao-lineares, a

convergéncia ocorre de forma suave e em poucas iteragdes.
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1.E+01 -

1.E+00
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1.E-03

1.E-04 4

1.E-05

1.E-06 ‘ ‘ ‘ ‘

0 3 6 9 12
lteragao

Figura 7.5. Residuo por iteracio. Método FIELDS com 441 nés e Re = 100.

Este ¢ um comportamento bem diferente do esperado para métodos segregados, onde é
necessario um numero maior de iteragdes para resolver adequadamente o acoplamento
pressdo-velocidade. Esta maior facilidade para convergéncia ¢ uma das grandes vantagens dos
métodos acoplados sobre os segregados.

A utilizacdo da interpolacdo Rhie-Chow para as velocidades da equacdo de
conservagdo da massa também foi avaliada com sua utilizagdo na solucdo deste mesmo
problema da cavidade quadrada com tampa moével. A Figura 7.6 mostra a comparagdo dos
perfis de velocidade com a referéncia para os mesmo refinos de malha utilizados

anteriormente. A Figura 7.7 mostra os residuos por iteracdo durante o calculo com o método

Rhie-Chow.

1.0 -
0.8 |
ylL —+— Rhie-Chow com 121 nés
04 4 —o— Rhie-Chow com 441 nés
0.2 |
0.0 p T T T T 1
0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u/U

Figura 7.6. Perfil de velocidade u na linha vertical central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re = 100.
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1.E-05

1.E-06 ‘ \ \ \
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Figura 7.7. Residuos por iteracdo. Método Rhie-Chow com 441 nés e Re = 100.

Dado o baixo numero de Reynolds, observa-se nos graficos o mesmo comportamento
obtido com o método FIELDS, ou seja, ambos apresentaram, para este problema, as mesmas
caracteristicas basicas de consisténcia e estabilidade.

O problema da cavidade quadrada com tampa mével com namero de Reynolds igual a
1000 torna-se mais interessante, pois outras caracteristicas passam a pesar mais. Agora os
gradientes sao maiores, aumentando a exigéncia sobre as func¢des de interpolagdo. Os termos
advectivos, ndo-lineares, também passam a ter maior importancia com o aumento da
velocidade. A Figura 7.8 mostra o campo de velocidade, adimensionalizado com a velocidade
da tampa, para ilustrar o problema.

O numero de nos também precisou ser aumentado nas malhas para representar melhor
os gradientes. Para este caso utilizou-se malhas com 961 nos, mostrada na Figura 7.9, 1681
nos e 3721 nos.

A Figura 7.10 compara os perfis de velocidade obtidos com o método FIELDS com os
resultados de Ghia (1982) para Reynolds 1000. Nota-se que a malha de 961 nds ndo consegue
representar adequadamente os gradientes, tendendo a atenud-lo. O mesmo ndo acontece com a
malha de 3721 nos, onde os resultados sao muito proximos até do ponto de menor velocidade.
O mesmo pode ser observado na Figura 7.11, onde os perfis de velocidade v sdo comparados

na linha central horizontal da cavidade.
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Figura 7.8. Campo de velocidade adimensionalizado. Método Rhie-Chow e Re
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Figura 7.9. Malha néo-estruturada de 961 nés.
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1.0 -
08 -
06 - X Ghia, 1982
y/L —+— FIELDS com 961 nos
0.4 —o— FIELDS com 3721 n6s
02 -
0.0 : : : ‘
-0.5 -0.3 0.0 03 05 0.8 1.0

u/U

Figura 7.10. Perfil de velocidade U na linha vertical central da cavidade. Método FIELDS e Re = 1000.

0.5
04 | X  Ghia, 1982

0.3 | 25 2 —+— FIELDS com 961 nds
02| e —o— FIELDS com 3721 nés
0.1 ¢

V/UOO )
0.1
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Figura 7.11. Perfil de velocidade v na linha horizontal central da cavidade. Método FIELDS e Re = 1000.

Ao analisar o grafico dos residuos de cada iteragdo do método FIELDS, para o caso de
Reynolds igual a 1000, notou-se um comportamento “oscilatorio” do mesmo. A convergéncia
nao acontecia de maneira suave e para alguns refinos de malha, como 1681 nds por exemplo,
os residuos estagnavam em um determinado patamar. Para vencer esta dificuldade foi
necessario diminuir a tolerancia do solver do sistema linear. Buscou-se reduzir em trés ordens
de grandeza o erro da solug¢do do sistema linear ao invés de duas e foi estabelecido um erro
minimo de 10, duas ordens de grandeza a menos do que se vinha utilizando.

Com estas duas alteragdes na configuragao do solver a convergéncia passou a ser
suave. A Figura 7.12 compara os residuos por iteragdo para as duas configuragdes do solver.

A desvantagem destas alteragdes ¢ o maior tempo gasto na solucdo de cada sistema linear
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individualmente, pois um niimero maior iteragdes € necessario para reduzir erro da solugdo
daquele sistema. Mas como o nimero total de iteragdes no tempo se reduz, o solver com

Nnovos parametros passou a ser vantajoso neste caso.

1.E+01 4y
—+— Solver padrao
1.E+00 -
—o— Solver com novos
1.E-01 - parametros
8
g 1.E02 1
R
n
O 1.E-03 -
14
1.E-04 -
1.E-05 -
1.E-06 : : : : : ‘
0 10 20 30 40 50 60
lteragao

Figura 7.12. Comparacio entre os residuos obtidos com configuracio padrio do solver e com novos
parametros. Método FIELDS e Re = 1000.

O método de Rhie-Chow aplicado ao caso de Reynolds 1000 também apresentou
desempenho satisfatorio. A Figura 7.13 mostra os perfis de velocidade u# na linha central

vertical da cavidade.

1.0 N
0.8 4
X  Ghia, 1982
0.6
y/L —+— Rhie-Chow com 961 nos
—o— Rhie-Chow com 3721 nés

0.4 -

0.2 4

0.0 3 : : : )

-0.5 -0.3 0.0 0.3 0.5 0.8 1.0

u/U

Figura 7.13. Perfil de velocidade U na linha vertical central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re = 1000.

Nota-se que também neste método a malha mais fina consegue uma boa representacao

do perfil de velocidade. A caracteristica da malha grosseira de ndo conseguir representar
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adequadamente os gradientes também pode ser observada no perfil de velocidade v, mostrado

na Figura 7.14.

X  Ghia, 1982

—+— Rhie-Chow com 961 nés

—o— Rhie-Chow com 3721 nés

-0.6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/L

Figura 7.14. Perfil de velocidade v na linha horizontal central da cavidade. Método Rhie-Chow e Re =
1000.

\

Com relagdo a convergéncia, ndo foi observado no método Rhie-Chow a mesma
caracteristica “oscilatoria” apresentada pelo método FIELDS quando a configuragdo padrdo
do solver ¢ adotada. A convergéncia ¢ suave e monotonica mesmo com a configura¢do padrao
solver do sistema linear, conforme mostra a Figura 7.15.

Este comportamento reflete um melhor condicionamento da matriz de coeficientes
gerada pelo método Rhie-Chow. Vale lembrar que a equagdo de conservagdo da massa
discretizada com o método Rhie-Chow, egs. (4.23) e (4.39), possui um termo equivalente a
uma derivada de quarta ordem da pressdo, que atua distribuindo o efeito da pressdo em um
nimero maior de volumes vizinhos. No caso com nimero de Reynolds igual a 1000, onde os
gradientes sdo maiores, particularmente o de pressdo, € os termos ndo lineares sao mais
influentes, esta maior estrutura da matriz de coeficientes com um melhor acoplamento das
variaveis ¢ muito oportuna.

Entdo, apesar de o método Rhie-Chow originar uma matriz de coeficientes mais densa,
que a principio teria uma solu¢do mais dificil, esta estrutura facilitou o trabalho do solver,
originando um sistema mais bem comportado. Os efeitos no tempo total de simulagdo serdao

analisados mais adiante.
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Figura 7.15. Residuo por iteracio. Método Rhie-Chow e Re = 1000.

Placas Planas Paralelas

O segundo problema estudado ¢ o de escoamento entre placas planas paralelas com

entrada e saida de massa, ilustrado na Figura 7.16. Este problema foi modelado com um

dominio de calculo retangular com razao de aspecto 3:1. Em um dos lados menores ha massa

entrando no dominio, com um perfil uniforme de velocidade (U), e no lado oposto condi¢ao

de pressdo prescrita igual a zero. Nas superficies superior e inferior foi utilizada condi¢ao de

parede, ou seja, velocidade prescrita igual a zero.

U
A ~
G . fileesisr??a*---_- >
- _> . _ . _ . - - I _b"‘.‘
- S |
Py _>
....... 3 v -

Figura 7.16. Problema de escoamento entre placas planas paralelas.

Com a ag¢do do atrito contra as paredes, o perfil de velocidade torna-se parabolico,

exigindo para isso alteragdes no campo de pressdao proximo a entrada do canal. Com o perfil

de velocidade completamente desenvolvido, o campo de pressdo transversal ao fluxo torna-se

uniforme. A solugdo analitica deste problema indica que a velocidade méxima na saida deve

ser 1,5 vezes a velocidade de entrada.
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Este problema foi resolvido para nimero de Reynolds igual a 50, baseado na distancia
entre as placas, em uma malha de 341 nos. A Figura 7.17 mostra o comportamento do campo
de velocidade e a Figura 7.18 apresenta o respectivo campo de pressdo. Nota-se que ha
pressoes elevadas na entrada proximo as placas devido a condigdo de contorno de perfil
uniforme de velocidade. Com o desenvolvimento do perfil de velocidade a linhas isobaricas

tornam-se normais as placas, estabelecendo um perfil plano de pressao.

Velocidade A dirmensional —

— 1.49495 i

" 1.3336 Bt =

— 11678
1.002 — i
0.83623 e
0.67043 - -
050462 —

— 0.33881 == E

— 0aTIm s

— 0.0072023

Figura 7.17. Campo de velocidade. Método Rhie-Chow e Re = 50.

Pressdo Relativa F

21037
l 1.8603
1.6348

- 1.40032

- 1.1658

- 0.93137

- 0.69639
0.46242
0.22794
-0.0065095 k

Figura 7.18. Campo de pressao. Método Rhie-Chow e Re = 50.

A Figura 7.19 apresenta o perfil de velocidade na saida das placas. Juntamente com o
perfil obtido com cada método esta o perfil dado pela solu¢do analitica do problema. O
correto fechamento da equacdo de conservagdo da massa se reflete diretamente neste perfil de
velocidade na saida. Nota-se que, para ambos os métodos, a pardbola ¢ bem representada,
apresentado pequenas diferencas apenas na regido junto ao vértice.

Realizando uma comparacdo entre os métodos com o valor da velocidade calculado
analiticamente, a velocidade relativa obtida pelo método FIELDS foi de 1,51267, com um
erro de 0,84%. O método Rhie-Chow indicou 1,49954, apresentando um erro de 0,04%.

A Figura 7.20 apresenta os residuos por iteragao de cada método. O método Rhie-

Chow precisou de 4 iteragdes a menos para alcangar a solugdo em regime permanente.
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Figura 7.19. Comparacio do perfil de velocidade na saida das placas com a soluciio analitica do
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Figura 7.20. Residuos por iteracio dos métodos FIELDS e Rhie-Chow para o problema do escoamento

7.2.

entre placas paralelas com Re = 50 e malha de 341 nés.

Comportamento com o Passo de Tempo

O passo de tempo utilizado em simulagdes de algoritmos como o apresentado na

Figura 6.1 do capitulo anterior, onde se objetiva apenas a solucio de regime permanente, nao

possui significado fisico. Como os coeficientes nao sdo atualizados, devido as nao-

linearidades, dentro de um mesmo passo de tempo, o passo de tempo passa a ser apenas um

artificio para avancar a solug¢do. Torna-se um parametro de relaxacdo da solucao.
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A Figura 7.21 apresenta o residuo por iteracdo para varios passos de tempo com
diferentes ordens de grandeza. A figura se refere a solu¢do do problema da cavidade quadrada
com tampa movel, com Reynolds 1000, utilizando método FIELDS e uma malha de 1681 nos.

Nota-se que a influéncia do passo de tempo na quantidade de iteragdes necessaria para
convergéncia ¢ muito pequena. Apenas para o menor passo de tempo utilizado, 1 s, percebe-se
um tempo de solucdo damasiado longo. Isto pode ser influéncia da propria fisica do
fenomeno, pois para que o regime permanente seja alcangado € necessario algum tempo para
que o escoamento se desenvolva e se estabelega.

Comparando este comportamento com o que seria esperado para a solugdo por um
método segregado (ver Figura 1.3), percebe-se outra importante vantagem dos métodos
acoplados. A procura do passo de tempo que possibilita a convergéncia em um tempo de

calculo aceitavel deixa de ser uma tarefa dispendiosa quando se utiliza esta classe de métodos.

1.E+02 - —o At=1s
1.E+01 14 A At=10s
) —+— At=100s
1.5+00 1 —o— At=1000s
w» 1E01 1
[e]
=}
S 1E02 |
0
Q
¥ 1E03
1.E-04 |
1.E05 |
1.E-06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60

lteragao

Figura 7.21. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método FIELDS no problema da cavidade
quadrada com tampa mdvel. Re = 1000 e malha de 1681 nés.

Souza (2000) especulou ainda que este comportamento com relagdo ao passo de tempo
pode estar associado a presenga do termo transiente também na funcao de interpolagdo para as
velocidades do termo advectivo da equagao.

A Figura 7.22 mostra o comportamento do método Rhie-Chow para a mesma

avaliacdo referente a Figura 7.21. O mesmo comportamento foi observado.
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Figura 7.22. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método Rhie-Chow no problema da
cavidade quadrada com tampa mével. Re = 1000 e malha de 1681 nés.

A influéncia do passo de tempo na solugdo do problema de escoamento entre placas
paralelas também foi avaliada. As mesmas caracteristicas do caso anterior também sdo
observadas neste problema, tanto para o método FIELDS, mostrado na Figura 7.23, como
para o método Rhie-Chow, Figura 7.24.

Também fica claro, ao se comparar as curvas das figuras 7.23 e 7.24, que o método
Rhie-Chow possui uma maior facilidade para alcangar o regime permanente, com

convergéncia mais rapida e menos influenciada pelo passo de tempo.
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Figura 7.23. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método FIELDS no problema de
escoamento entre placas paralelas. Re = 50 e malha de 341 nés.
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Figura 7.24. Influéncia do passo de tempo na convergéncia do método Rhie-Chow no problema de
escoamento entre placas paralelas. Re = 50 e malha de 341 nés.

7.3. Comparacdes entre os Métodos

Com as principais caracteristicas de cada método ja identificas, esta se¢do tem como
objetivo tracar comparativos diretos entre os métodos FIELDS e Rhie-Chow.

A Figura 7.25 mostra os perfis de velocidade u na linha vertical central para o
problema da cavidade quadrada com tampa modvel. Nota-se que para a malha com 961 nds,
ambos ndo conseguem representar adequadamente o correto perfil de velocidade.
Aparentemente o método FIELDS representa melhor a maior parte do perfil de velocidade. O
método Rhie-Chow tem melhor concordancia com o trecho abaixo de y/L = 0,2.

Um comportamento semelhante pode ser observado na Figura 7.26, onde os perfis de

velocidade v sdo comparados.
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Figura 7.25. Comparacio entre os perfis de velocidade U obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow.
Re =1000 e malha de 961 nés.
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Figura 7.26. Comparacio entre os perfis de velocidade v obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow.
Re =1000 e malha de 961 nés.

Com uma malha mais refinada, com 3721 nés, a Figura 7.27 mostra a excelente

concordancia dos perfis obtidos neste trabalho com os resultados de Ghia (1982).
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Figura 7.27. Comparacio entre os perfis de velocidade U obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow.
Re =1000 e malha de 3721 nos.

A Figura 7.28 apresenta uma comparagdo dos residuos por iteracdo obtidos com os
métodos FIELDS e Rhie-Chow para a malha de 961 no6s. A Figura 7.29 apresenta o mesmo
comparativo, mas para a malha de 3721 nds. Nota-se que os resultados se invertem de uma
figura para outra, isto €, para a malha mais grosseira, o método FIELDS apresenta melhor
convergéncia. Ja para a malha mais fina, mesmo utilizando os novos parametros para solver
com o método FIELDS e os parametros originais para o método Rhie-Chow, este ltimo
apresenta a melhor convergéncia.

Também foi realizado um teste com o método Rhie-Chow utilizando o solver com os
novos pardmetros, ou seja, reducdo do erro em trés ordens de grandeza e erro minimo de 107,
Mesmo com estas modificagdes a curva de residuo com o tempo praticamente nao se alterou.
O numero total de iteragdes foi 0 mesmo.

Atribui-se esta melhor capacidade de convergéncia do método Rhie-Chow em malhas
mais finas a redu¢do com Ax’, ou seja, com o espacamento da malha, do termo equivalente a
derivada de quarta ordem da pressdo presente em sua equacdo de conservagdo da massa
discretizada. Com o refino da malha, este termo passa a ter uma atuacao secundaria pois tende
a zero rapidamente, recuperando a forma original da equacdo de conservagdo da massa e

ainda mantendo o acoplamento entre as pressoes vizinhas.
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Figura 7.28. Comparacio dos residuos por iteracio dos métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re = 1000 e malha
com 961 nos.
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Figura 7.29. Comparacio dos residuos por iteracio dos métodos FIELDS e Rhie-Chow. Re = 1000 e malha
com 3721 nos.

O problema do escoamento entre placas paralelas também foi resolvido, com os dois
métodos, para Reynolds igual a 20 e com uma malha mais grosseira, de 112 no6s. Buscou-se
com esta configuragdo um caso com caracteristicas diferentes do ja apresentado na secao 7.1.

A Figura 7.30 mostra uma comparacgdo entre os perfis de velocidade do escoamento
completamente desenvolvido obtidos com os métodos FIELDS e Rhie-Chow.

Para esta malha, considerada grosseira para o problema, o método FIELDS calculou a
velocidade maxima do escoamento, o vértice da parabola, com erro de 1,02% em comparagao
com o seu valor calculado analiticamente. O método Rhie-Chow apresentou um erro de

1,89% no calculo desta mesma variavel.
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Figura 7.30. Comparacio dos perfis de velocidade na saida das placas obtidos com os métodos FIELDS e

Rhie-Chow. Re = 20 e malha de 112 nos.

A Figura 7.31 mostra os residuos por iteragdo de cada método para este caso. O

método Rhie-Chow, ao contrdrio do caso da cavidade quadrada, ainda

desempenho que o método FIELDS.
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Figura 7.31. Residuos por iteracio dos métodos FIELDS e Rhie-Chow para o problema do escoamento
entre placas paralelas com Re = 20 e malha de 112 nés.

Pode-se notar uma pequena “saliéncia” na iteracdo 12 na curva de residuos do método

FIELDS. Para eliminar qualquer efeito do solver sobre os resultados, como este caso esta

sendo resolvido com uma malha grosseira, fez-se um teste resolvendo o sistema linear com

um método direto, que fornece a solugdo exata do sistema linear sem depender de iteragdes,

contendo apenas erros de arredondamento ou erros de maquina. Neste teste, os resultados
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apresentados na Figura 7.30 foram idénticos. Assim, a “saliéncia” na curva do método
FIELDS que aparece na Figura 7.31 ndo ocorre com o solver direto. O niimero total de
iteracdes nao foi alterado para em ambos os métodos.

Como tultima analise comparativa realizada entre os métodos se avaliou o tempo de
simulacao de alguns dos casos apresentados acima.

Os tempos medidos referem-se ao tempo de relégio do computador. Sabidamente, esta
ndo ¢ a medida mais precisa do tempo de célculo que se pode realizar, mas acredita-se ser
suficiente para avaliar o desempenho dos métodos apresentados neste trabalho de forma
pratica. Alguns detalhes de implementacao podem ser decisivos para um melhor ou pior
desempenho do cédigo. Da forma como foi desenvolvido, o simulador utiliza a mesma
estrutura de montagem dos coeficientes para os dois métodos. Eles diferem apenas na
montagem da equag@o de conservagao da massa.

Para o caso da cavidade quadrada com tampa movel, resolvido para Reynolds 100
com malha de 441 nos ndo houve diferenca alguma entre os métodos. Ambos precisaram de
12 iterag¢des e um total de 1,047 s para alcancar a solugdo de regime permanente.

O caso com Reynolds 1000 e malha de 1681 nds apresentou algumas caracteristicas
interessantes. As curvas de residuo por iteracdo deste caso foram apresentadas na Figura 7.12
para o método FIELDS e na Figura 7.15 para o método Rhie-Chow. A Figura 7.32 mostra os

tempos totais de simulagdo para ambos os métodos.
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Figura 7.32. Comparacio entre os tempos totais de simulaciio do problema da cavidade quadrada com
tampa mével com Re = 1000.
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Para o método FIELDS sao apresentadas duas curvas. A primeira utilizando o solver
com novos pardmetros (redugio de trés ordens de grandeza no erro com erro minimo de 107
e a ultima utilizando o solver com sua configuracdo original (solver restrito). Nota-se que com
o solver restrito o tempo total de simulacdo é maior, devido ao maior numero de iteragdes
necessario para convergéncia. Com o solver resolvendo melhor o sistema linear em cada
passo de tempo, 0 menor nimero de iteragdes no tempo acabou por prevalecer sobre o maior
tempo para solugdo de cada sistema linear.

A Figura 7.33 mostra, para os mesmo casos da Figura 7.32, o tempo necessario para
resolver somente o sistema linear em cada iteracdo. Nota-se que, com o método FIELDS, o
solver padrao ¢ realmente mais rapido na solucdo de cada sistema linear, mas apresenta
oscilagdes. Utilizando os novos pardmetros, para uma melhor solugdo do sistema linear, o
solver torna-se mais lento, mas a reducdo no nimero total de iteragdes compensa este
acréscimo de tempo.

Com o método Rhie-Chow, o solver padrao gasta mais tempo para resolver o sistema
linear, mas apresenta um decréscimo significativo nas iteragdes finais. Esta redu¢do no tempo
se deve a restri¢do de erro minimo de 10, enquanto que no solver com novos parimetros o
erro minimo ¢ de 10™®. Ao se utilizar o solver com maior capacidade com o método Rhie-
Chow nao resultou em alteragdes significativas nas caracteristicas de convergéncia do
método, o que torna seu uso desnecessario.

Apesar os métodos FIELDS e Rhie-Chow apresentarem o mesmo niimero de iteragdes
nas duas primeiras curvas da Figura 7.32, indicadas pelos simbolos “0” ¢ “+”, o que fez com
que o método FIELDS fosse mais rapido foi o menor tempo médio para a montagem dos
coeficientes. Em cada iteracdo, o método FIELDS gastou em média 0,132 s para montar um
sistema linear global de maneira completa, enquanto o método Rhie-Chow gastou 0,219 s.
Esta diferenca se deve ao maior nimero de célculos necessdrios para a interpolacdo das

velocidades da equagao de conservacao da massa quando se utiliza o método Rhie-Chow.
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Figura 7.33. Comparacio entre os tempos para solucio do sistema linear em cada iteracio.

Resolvendo este mesmo problema com a malha de 3721 nos, notou-se que a utilizagdo
do método FIELDS com um solver de menor tolerancia ndo resultou em uma redugdo do
tempo total de simulagdo, como ocorrido no caso anterior. Para esta malha mais refinada o
solver de menor tolerancia nao reduziu niumero total de iteragdes, resultando um uma melhor
performance do método Rhie-Chow. A comparacdo entre os tempos totais gastos por cada

método ¢ mostrada na Figura 7.34.

60 -

n
o
|

I
o
L

Tempo [s]
8

—+— FIELDS com 3721 nés

20
—o— Rhie-Chow com 3721 nés
10 -
0 : : : :
0 10 20 30 40

lteragao
Figura 7.34. Comparacio entre os tempos totais de simulacdo para malha de 3721 nés.
A Figura 7.35 mostra os tempos gastos na solu¢do do sistema linear em cada iteragao.

Com uma malha mais fina a solu¢ao dos sistemas lineares gerados pelo método Rhie-Chow ¢

mais rapida que os gerados pelo método FIELDS. Como no caso anterior, hd uma redugao no
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tempo necessario para a solugdo do sistema linear do método Rhie-Chow quando a solugao se
aproxima do regime permanente.

Mais uma vez, o tempo médio para montagem completa de cada sistema linear a cada
iteracdo foi menor no método FIELDS. Neste, a média foi de 0,293 s, enquanto que o tempo

médio utilizado pelo método Rhie-Chow foi de 0,530 s.
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Figura 7.35. Comparacio entre os tempos para solucio do sistema linear em cada iteracio.

7.4. Aplicacdes em geometrias complexas

Apesar de ja se empregar malhas ndo-estruturadas nos casos resolvidos até agora, a
geometria destes casos ndo exigia a aplicacdo desta classe de malhas. Esta secdo tem como
objeto enfatizar a flexibilidade que as malhas nao-estruturadas proporcionam através de um
exemplo mais caracteristico de sua aplicagao.

Com a utilizacdo de métodos mais robustos para a solugdo de sistemas lineares, como
o GMRES, e novas técnicas de numeracdo dos nés da malha, a excessiva preocupacgdo de anos
atrds com a falta de organizacdo na estrutura da matriz gerada por malhas nao-estruturadas
deixou ser tao critica. Hoje, métodos numéricos que ndo sdo capacitados ou tém dificuldade
para trabalhar com malhas ndo-estruturadas possuem pouca penetragcao no mercado de CFD.

Os métodos FIELDS e Rhie-Chow tém mostrado que ndo possuem qualquer
dificuldade em operar com este tipo de malha, apresentando um desempenho muito bom.

O caso utilizado como exemplo desta se¢do consiste em um escoamento entre placas
com uma restri¢do, semelhante a uma placa de orificio em um duto circular. A malha e o

dominio de célculo sdo os mesmos ja mostrados pela Figura 2.1, repetida na Figura 7.36 por
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As condi¢cdes de contorno sdo as mesmas utilizadas no problema do

conveniéncia.

escoamento entre placas paralelas apresentado nas segdes anteriores.
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Figura 7.36. Malha utilizada na simulacdo do escoamento entre placas com uma restricao.

, 0 método Rhie-

Para um Reynolds 20, baseado na distancia entre as placas na entrada

0s.

Oes para alcancar o regime permanente nesta malha de 2451 n

Chow levou 12 iterag

O campo de pressdo resultante da simulagdo, mostrado na Figura 7.37, ¢ fisicamente

coerente. A Figura 7.38 tras o campo de velocidade calculado.

Figura 7.37. Campo de pressao.

Figura 7.38. Campo de velocidade.

Pelo campo de velocidade apresentado, nota-se que se houvessem poucos pontos de

a0 haveria dificuldade em se obter uma boa representacao da

calculo logo a jusante da restrig

mostrada em destaque na Figura 7.39. A utilizacao de

140,

ta regi

a0 que€ ocorre nes

~

recirculag

modelos de turbuléncia, por exemplo, em uma andlise da formag¢ao de vortices que ocorre em

situacdes semelhantes a esta também ficaria prejudica pela aplicacdio de uma malha

inadequada.
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Figura 7.39. Detalhe do campo de velocidade proximo ao estrangulamento.



8. Conclusao e Sugestoes

Com o que foi discutido durante o desenvolvimento do trabalho e os resultados
obtidos, pode-se afirmar que os objetivos estabelecidos para este trabalho foram alcangados.

A dedugdo completa dos métodos FIELDS e Rhie-Chow permitiu um bom
entendimento dos mesmos e, com isto, justificaram-se varias das caracteristicas observadas
nos resultados das simulagdes. Em especial, realizar a dedugdo do método Rhie-Chow e sua
implementagdao no escopo do EbFVM agregou um conhecimento ainda ndo encontrado na
literatura da érea.

O simulador desenvolvido apresentou resultados satisfatérios como ferramenta
computacional e certamente poderd ser usado como uma plataforma base para futuros
desenvolvimentos e aplicacdes de métodos numéricos. Pdde-se observar que a utilizacao do
método dos volumes finitos baseado em elementos em uma malha ndo-estruturada, apesar de
ainda bidimensional, traz uma boa flexibilidade para a implementacdo das metodologias
numéricas, além de permitir a solucdo de escoamentos em geometrias complexas.

A implementagdao do método Rhie-Chow exigiu que fossem utilizadas condigdes de
contorno conservativas com o método EbFVM e, conseqilientemente, também com o método
FIELDS. Novamente defrontou-se com um assunto muito pouco abordado na literatura, o que
permitiu que este trabalho contribuisse mais uma vez para o avango do conhecimento através
da deducao deste tipo de condi¢dao e aplicando-a juntamente com o método EbFVM. Ao
analisar o comportamento das simula¢des também pdde-se notar as vantagens da utilizacdo de
métodos acoplados, pois estes ndo apresentaram as mesmas caracteristicas, descritas no
capitulo 1, que dificultam a utilizacdo dos métodos de solucao segregada das equacdes de
Navier-Stokes. A necessidade de um nimero menor de iteragdes, menor tempo de célculo e,
principalmente, facilidade para obtencdo da convergéncia sdo vantagens que tém dado a
preferéncia para a utilizagdo desta classe de métodos.

Além da solu¢ao de forma acoplada, também contribui para o sucesso dos métodos

estudados a qualidade das func¢des de interpolagdo. Elas permitem resultados satisfatorios
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mesmo com malhas ndo tdo refinadas e contribuem para a estabilidade dos métodos por
trazerem consigo variaveis de outras equacdes, colaborando para o acoplamento.

O envolvimento da pressdo na equagdo de conservagdo da massa com a participagdo
de um grande nimero de elementos vizinhos trouxe excelente robustez para o sistema de
equagoes lineares gerado pelo método Rhie-Chow. Nas situagdes mais dificeis (escoamentos
com elevado nimero de Reynolds) analisadas neste trabalho ele apresentou melhor
comportamento que o método FIELDS.

De acordo com a andlise dos tempos para a montagem do sistema linear e sua solugao,
conclui-se que uma maior densidade da matriz de coeficientes pode reduzir o tempo total de
simulagdo. Em casos onde a convergéncia ¢ naturalmente dificil, devido a grande influéncia
das ndo-linearidades das equagdes, um maior acoplamento entre as variaveis, dado pelo termo
de redistribuicao da pressdo criado pelo método Rhie-Chow, acaba facilitando o trabalho do
solver do sistema linear.

Para os futuros trabalhos nesta area, cabe a sugestdao de melhorar os tempos de solugdo
dos sistemas linear através da utilizagdo de técnicas multigrid. Sabe-se que esta ¢ uma
ferramenta indispensavel quando malhas mais refinadas s3o empregadas e problemas de
grande porte sdo resolvidos.

Ainda neste assunto, sugere-se que seja estudada a possibilidade de desenvolvimento
de um algoritmo mais eficiente para a montagem da matriz dos coeficientes do método Rhie-
Chow. De acordo com as medi¢des do tempo médio necessario para montar esta matriz,
percebe-se que uma redugdo deste tempo traria melhorias significativas para o desempenho
geral do método.

Também ¢é sugerido um aprofundamento nos estudos do método Rhie-Chow. A forma
de representar o termo de redistribuicdo da pressdao que aparece na equagdo de conservagdo da
massa (analogo a uma derivada de quarta ordem da pressao) deve influir diretamente nas suas
caracteristicas de estabilidade e velocidade de convergéncia. Talvez ndo seja necessario
envolver tantos termos de pressdo para que se tenha uma estabilidade adequada. Assim pode-
se conseguir um melhor desempenho do solver. Questdes como estas ainda precisam ser
respondidas para se avaliar qudo vantajosa pode ser a utilizagdo da interpolagdo de Rhie-

Chow.
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